Utilisation de la notation complexe pour les quigstharmoniques
rencontrées en électromagnétisme

1 - Représentation complexe d'une quantité harmoniee

Soit un signal harmonique  x(t) = A ces@ ¢

A est I'amplitude du signabh, est sa phase (entre 0 etradians) eto sa pulsation (en radians/s). La
période de ce signal est T #/®@ et sa fréquence est 1/T =w/2x.

Il est beaucoup plus facile de résoudre des éqgatidférentielles linéaires en utilisant la natati
complexe suivante:

posons | x(t) = A cost + 9) = Re [A €] = Re (X ™)

ou Re désigne la partie réelle de la quantité cereplX désigne I'amplitude compleda signal.
Cette amplitude complexe X est reliée a I'amplittédle A et a la phasgpar:

X=|X|& ou [X|=A et arg(X) ®

En physique, on confond souvent x(t) ="K & |X| &°"*?) avec sa partie réelle qu'on égutr abus
de langage de la méme manigseit x(t) = A cosgt + ¢). Il faut simplement se souvenir que seule
la partie réelle de x(t) = X¢ posséde un sens physique.

2 - Valeur moyenne et valeur quadratique moyenne

a - valeur moyenne de x(t) = A cas® @) sur une période T =#Hw

On la note <x> et elle est nulle.

La notation complexe x(t) = X“€ ne perturbe pas ce résultat, sa moyenne est bilensur une
période.

b - valeur moyenne de x2(t) = A2 cesf ¢) sur une période T =dw

On la note <x2> et elle vaut A2/2.

Cependant, x2(t) = A2 coss( + ¢) n'est pas la partie réelle de la quantité congsessociée, c'est a
dire X2 e, en effet la valeur moyenne de cette quantité éexepest nulle, sa partie réelle étant
un cosinus de l'angle double ! _

La formule qui donne la valeur quadratique moyetméa représentation complexe x(t) ='X est:

<x2> = 1/2 Re (x x*) =1/2 Re (X X*) = 1/2 [X[2A2/2

ou * désigne la quantité conjugée (changer i en -i)

c - valeur moyenne d'un produit de deux signauxnoaiques«(t) = A; cost + ¢1) et y(t) = A
cost + ¢,) sur une période T =”dw

On la note <xy> et elle vaut 1/2,A; cos(pi-¢,); cette quantité peut étre négative.



En notation complexe,

X(t) =X ™ etyt) =Y &' ot X = [X| &1 = A1 €% et Y = |Y| &= A, €%

<xy> = 1/2 Re (x y*) =1/2 Re (X Y*) = 1/2 |X| [Re (&°1 %)) = 1/2 AA, cos(p1-¢2)

RemarqueRe (x y*) = Re (x* y).

3 - Dérivées temporelles
La notation complexe est trés commode en ce quiezae la dérivation; en effet si x(t) = X'e
dx()/dt = v X € et d2x(t)/dt2 = -2 X !

doncla dérivation est une opération multiplication gar

dx(t)/dt = b x(t) et d2x(0)/de = e2 x(f)

Conséquencex dx/dt> = 1/2 Re (x dx/dt*) = 1/2 Re [x ¢ix*)] = /2 |X]2 Re (-i) =0

4 - Exemple des oscillations mécaniques forcées d'ascillateur harmonique en présence de
frottement

Un tel oscillateur sur I'axe Ox est régi par I'éoqura  m d2x/dt2 + f dx/dt + k x = F(t)

ou:

m est la masse de l'oscillateur

k sa constante de raideur (force de rappel - k x)

f son coefficient de frottement (force de frottemehdx/dt opposée et proportionnelle a la vit¢sse

F(t) est une force (par exemple électrique) a Ibg@st soumis I'oscillateur. Nous allons étudier
cette équation dans le cadre d'oscillations forpéesine force du type: F(t) = F cas).

a - comment déterminer x(t) connaissant P(t)

On passe en notation complexe et on pose:

Ft)=F é_‘*’t (la force étant la partie réelle de cette quéajtit
x(t) = X €*' ou X est I'amplitude complexe du mouvement.

On utilise la propriété énoncée ci dessus pouddeisées dx/dt et d2x/dt2, et on obtient:
“mo2X+iofx+kx=F&!

ce qui donne I'équation pour I'amplitude compléxen w2 +iof + k) X =F

On pose généralementmo? = k/m| ouwg est la pulsation propre (de résonance) de |'osamilfa
lorsqu'il n'est soumis aaucune force autre qdierte de rappel - k x.

On en déduit I'amplitude complexe X = (F/m)adf - w2 + i f/m]



Comme| [X| = (F/m)/ [e? - ®2)2 + (@ f /m)2 ]2

on peut écrire: X = |X[®= |X| (cosp + i sing)

1/2 1/2
] ]

ou cosp = (w2 - ®?) / [ (we? - ®?)? + (o f/m)?2 et sing = (o f/m) /[ (00 - ®?)? + (@ f/m)?
coso et sing identifient la phase de maniére univoque.

Remarquetang = (o f/m) / (0o? - ®3) est plus simple mais identifiear pres.

La partie réelle de X donne la solutipn  x(t) #nffFcos@t + ¢) / [ (02 - ®2)2 + @ f /m)2 |2

b - valeurs moyennes de I'énergie cinétique, peimet de la puissance de frottement

Le calcul des moyennesir une période de I'énergie cinétique, potentedide la puissance de la
force de frottement sont trés simplifiés en notatiomplexe x(t) = X '&":

['énergie cinétique moyenmst égale a:

<1/2 mv(t)2> = 1/2 m <(dx/dt)z> =1/2 m < x)2> = 1/4 m Re [(i> X)(i © X)*] = 1/4 mo? [X]2

I'énergie potentielle moyenmst égale a:

<1/2 k x()2> = 1/2 k <x> = 1/4 k Re (x x*) = 1Ki|X[2

la puissance moyenne développée par la force tterfientest égale a:

< - fv2(t)> = - f <(dx/dt)z> = - /2 Re [(@ X) (i @ X)*]> = - f (02/2) Re(X X*)>=-f ©2/2) [X]2

C - cas du voisinage de la pulsation de résondmace wo)

®e? - @2 = (00 - ®) (o + ®) = - 2w (® - ®0)

X = - (F / 200m) / [o - 0o - i f /(2m) |

d'ott | [Xk (F/ 2oom) / [( - wo)? + f 2/4m2 }2

La puissance moyenne P de la force de frottemeéal@s au voisinage de la résonance:

P=- (fo/2) (F / 200m)2 / [(© - wo)2 + F2/(4m2) ] = - (F F2/8m?) | [§ - wo)? + f 2/(4m2) |

Posons |y =f/m

P=-(f F2/8m2) /[ -wo)?+ (y/2)2]=- (F?/ 2f) {/2)?][ (©® - ®0)? + (y/2)? ]

~-(F?212f) L@) ou L) = (/2)?/[ (@ - ®o)? + (y/2)? ] est une Lorentzienn
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L(w) est maximale poun = wo (pulsation de résonance). Loin de la résonanee), £ 0.

vy =f/m est la largeur & mi hauteur de la Loremnée




