mécanique du point matériel et probleme a deux cop
(les vecteurs sont en caractegess)
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| - Cinématique

| - 1 - Vitesse, quantité de mouvement, accélératio

- vitessev d'une particule de masse m située au point M damepére d'origine O

v = dOM/dt| (unité: m3)

Vv a pour composantes (dx/dt, dy/dt, dz/dt) si lawdonnées de M sont (X, y, z) et dépendent du
temps.

- gquantité de mouvements impulsior] p = mv| (unité: kg m &)

- accélératiora d'une particule de masse m située au point M damspere d'origine O

a = dv/dt = dOM/dt?| (unité: m 3)

a a pour composantes (d2x/dt?, d2y/dt?, d2z/dtRsicoordonnées de M sont (X, y, z) et dépendent
du temps.

- Dans le repere de Frénet lié a la masse m (répei@u
t est le vecteur unitaire tangent a la trajectdime est
le vecteur unitaire normal en M), on a:

v=vt (v vitesse vectorielle, v vitesse algébrique)




dans ce repére, si s est l'abscisse curviligneoiht M, on a ds/dt = v et/dis =n/R, d'ou:

a= (dv/dt) t + v3/Rn

R est le rayon de courbuaeal (varie le long de la trajectoire)

- cas du mouvement circulaide rayon R fixé v M
a la vitesse angulaite constante (unité: radiait)s: A
V=0 Rt
a=o?Rn
le vecteur vitesse est w Rt est tangent au cercle
le vecteur accélératiomest normal au cercle et centripétgigé vers le centre O
- Dans le plan en coordonnées pola{re8) dans le repére(, &):
OM=re
Loi o €
La dérivée de par rapport & este
de sorte quée/dt = (de/do) (do/dt) = db/dt ey, &
La dérivée dey par rapport & est- g, r
de sorte qudey/dt = (dey/d0) (do/dt) = - db/dt e 0 >
O

v = dOM/dt = dr/dte, +r do/dt g

a = dv/dt = dOM/dtz = [d2r/d2 - r (6/d)?] & + [2 dr/dt d/dt + r dB/dt?] &

a= [d2r/de - r (®/d)] & + (L/r) d/dt(r d/dt) &

| - 2 - Mouvement a accélération centrale (colinées au rayon vecteurr )

Un tel mouvement n'a pas d'accélérationeg@t est donc tel que d/dt(re/dt) =0,

soit | r2 @/dt = C = constante des airg¢s  (unité 2 s

L'aire dS balayée par le rayon vecteur en dt est %2 r2 db/dt] dt

Alors | dS/dt = C/ 2 = constante = vitesse aliéﬁ)ha(unité m2 3)

Dans ce cas, on peut exprimer la vitesse et l'@at@n uniquement en fonction de r(t):

v=dr/dte +Cl/r g
a= [d2r/dtz - C2f] g

Un tel mouvement se produit lorsque la particuteseamise a une force dirigée selon le rayon
vecteurOM =reg

C'est le cas de:

- l'attraction gravitationnelle (force en - K m % ou K = 6.67 18" SI),
- de la force électrostatique (force en q gieb & ol 1/4neo= 9 10 SI),



- ou encore de l'oscillateur harmonique soumisefarce de rappel de la forme - &1k =
constante de raideur en Nn

Il - Changement de repére:; formules de compositiodes vitesses et des accélérations; notion
de force d'inertie

Considérons deux repérBset R', de méme origine R’ étant en rotation a la vitesse angul&lre
par rapport &, et Q étant le vecteur rotation. La direction du vect®uest celle de I'axe de
rotation. La norme(}|| est la vitesse angulaire de rotatioriRdgar rapport & en rd/s.

On montre que si A est un vecteur,A(dt)r = (dA/dt)r: + Q A A

Cette relation permet de changer de repére. Adosi; un point M:

(dOM/dt)r = (dOM/dt)z: + 2 A OM

Posons/, = (dOM/dt)r vitesse absolue das etv, = (dOM/dt)r: vitesse relative dank'

alors| va=v, + Q@ A OM | constitue la formule de composition des vitesses

Dérivons par rapport au temps dans le référe®iel
(dva/dt)r = (dv,/dt)r + [d(Q A OM)/dt]r

Appliquons la formule de changement de repefddtir = (dA/dt)r' + Q A A
(dva/dt)r = (dv,/dt)r: + Q A v, + dQ/dt A OM + Q A [(dOM/dt)r: + @ A OM] AQ

= (U/dt)r + 2Q A v, +dQ/dt A OM +Q A (Q A OM) H

OrQ A OM =Q A HM ou H est la projection de M sur I'axe de rotation
(OM = OH + HM); commeOH est colinéaire &, O
cela implique A OH =0.

QAQAHM)=QHM)Q-Q2HM (formule du double produit vectoriel, dansuelie
Q.HM =0 en raison de leur orthogonalit€).

Finalement, (dz/dt?)r = (dv/dt)r' + 2Q A v, + dQ/dt A OM - Q2 HM

Posons, = (d2OM/dt?)r accélération absolue daRs eta, = (d2OM/dt?)z: accelération relative

dansR', et supposons qu@ soit un vecteur constgrin obtient la formule de composition des
acceélérations:

Q= +2Q AV, - Q2HM

-2 HM est l'accélération d'entrainement centripete
2Q A v, est l'accélération complémentaire de Coriolise(e#it nulle sv, =0)




Dans le reper®’, une particule de masse m a la vitessabit alors deux forces d'inertf
m Q2 HM est la force d'inertie centrifuge
-2mQ A v est la force d'inertie de Coriolis (nulle si léegsev est nulle dan&')

e:

Par exemple, la force d'inertie centrifuge estecglle I'on ressent sur un manege ou sur une route
dans un virage: elle est dirigée vers I'extériearforce d'inertie de Coriolis oriente le mouvement
des masses d'air dans le sens trigopnométriqueraditme dépression, ou dans le sens horaire
autour d'un anticyclone, dans I'hémisphere Northderre (et vice versa dans I'hémisphére Sud).
Elle est également a I'origine de mouvements de aypicyclonique dans lI'atmospheére solaire au
voisinage des taches, contribuant a expliquerdiewolaire de 11 ans.

[ll - Dynamique

[l - 1- Lois de Newton

Un référentiel dans lequel s'applique les lois éavtdn est dit galiléerPar exemple, le référentiel
de Kepler, ayant pour centre le Soleil et troissasinogonaux pointant vers trois étoiles de la
Galaxie peut étre considéré comme galiléen pouirdde mouvement des planétes et des cometes.

- 1ére loi de Newtandans un référentiel galiléen, un point matégelé (donc ne subissant aucune
force) est en translation rectiligne uniforme.

- 2éme loi de Newtoou ou_Principe Fondamental de la Dynamique (PFD)

dp/dt = m d/dt = ma =} F| (somme des forces appliquées au point matérigk dthou Newton)

Si) F =0, alorsv = constante(et on retrouve la 1ére loi de Newton)

- 3éme loi de Newtoou principe de l'action et de la réaction (ou algt®ons mutuelles) entre deux
points matériels A et B:

Fag+ Fea=0
ou Fa_g est la force exercée par A sur Brgt, 4 est la force exercée par B sur A.

Remarquele PFD s'applique a un solide masse m sous la forr+e wa/dit = mag => F

ou Vg etag sont respectivement la vitesse et I'accélératiocethire de mass®i de gravité.

lIl - 2- Travail, puissance, énergie cinétique, pantielle, mécanique
- Travaild'une force

dW =F.dl constitue le travail élémentaire dans un déplacedi; 4w =0

lors d uBn déplacement du point A vers le point B dw>0 | B
Wag :/{ F.dl| (unité: J ou Joule) dWw<0

dl
c'est un produit scalaire, le travail est motesirdW > 0 A

résistant sidw <0



dl est tangent a la trajectoire: c'est le déplace@émentaire de la masse m qui subit la force
exemple: lors d'un déplacement horizontal, l&lpang ne travaille pas car il est orthogonal

au déplacement; lors d'un déplacement verticed e haut d'une hauteur h, il vaut - m g h (il est
résistant); pour un déplacement vers le bas, wagth et est moteur.

- Puissancénstantanée d'une force

P =F.v |(unité: W ou Watt)

(produit scalaire de la force avec la vitess@aint matériel, peut étre > 0 ou < 0)

- Energie cinétique

Ec=1/2mvg (unité: J ou Joule)

pour un solide de masse m, Ec = 1/2¢h ou ¢ est la vitesse du centre de masse ou de gravité

- théoreme de I'énergie cinétigde la position A vers B:

EG - EG =Wag

démonstration simple a partir du PFD: widtl =F

effectuons le produit scalaire avec le vectéigsgev = dOM/dt :
mv.dv/dt =F.v

donc dEc/dt F.dOM/dt

dEc= F.dOM

B B
et de A vers B/'&f dEczfAF.dOM c'est adire Ec(B) - Ec(A) = W

- Force dérivant d'une énergie potentielle, diteseovative

Une force est conservative si elle dérive d'adigmt, soit si|F = -grad Ep

Ep est la fonction énergie potentielle (unitéulloule); elle dépend des variables de position.
La force est conservative parce que sa circulaio un chemin fermeést nulle.
En effet/F.d =-[grad Ep.d =-JdEp = 0 car on revient au point de départ.
exemples de forces et d'énergie potentielle éssdoelle qud- = - grad Ep
* poids mg, Ep(z) = m g z (z = hauteur de la masse m)

* force de gravitation entre deux masses m'atistantes de r
loi de Newtolr = - Km m'/r2u, Ep(r)=-Kmm'/r

* force électrique entre deux charges g etisfashtes de r
loi de Coulomlf = q q'/4reor?2 u, Ep(r) = (L/dreo) Q Q' / 1

* force de rappel d'un ressort d'allongemeet xle raideur k:



F=-kx, Ep(x) =1/2 k x2
et plus généralement,isi= - Kk OM, Ep(x) = 1/2 k ||OM]||2

* charge q et de masse m dans un champ élaeetdgrivant du potentiel V:
E=-gradV, Ep=qV

- Principe de conservation de I'énergie mécanique

lorsque la force dérive d'une énergie potestiell

on a vu ci dessus dans la démonstration duéh@ode I'énergie cinétique que:
dEc= F.dOM

Pour une force dérivant d'une énergie poteatieldlOM = - grad(Ep)dOM = - dEp
d'oudeEc +dEp =0

dong Ec+Ep= constan|te (unité: J ou Joule

Il n'y a pas conservation de I'énergie mécan@ueas de dissipation par frottement, parce @ie le
forces de frottement ne dérivent pas d'un pigteett ne peuvent donc étre conservatives.

guelques exemples:

masse m dans le champ de pesanteur:
1/2 m v2 + m g z = constante

charge électrigue en mouvement dans un charopriglge dérivant du potentiel V:
1/2 m v2 + q V = constante

planete de masse m gravitant autour du Solerhdsse M a la distance r:
1/2 m v2 - Km M/r = constante

électron de masse m et de charge -e, autouoglaunde charge Ze (Z nombre de protons du
noyau), a la distance r, et décrit par la mécamglassique:
1/2 m v2 - Ze? [#or = constante

ressort de raideur k:
1/2 m v2 + 1/2 k x2 = constante

- position d'équilibre stable et instable; notiengérticule liée/libre

Lorsqu'une particule de masse m possede une émaintielle Ep(x,y,z), les positions d'équilibre
correspondent aux extrema de la fonction Ep(x,\&3 positions des maxima sont des points
d'équilibre instable, tandis que les minima sa# ploints d'équilibre stable.

Soit une particule en mouvement sur I'axe Ox tisge v = dx/dt et une fonction énergie
potentielle Ep(x) du type de celle présentéeatiglre ci dessous. La positiog,est une position
d'équilibre stable: c'est un minimum d'énergiespbelle.

(=)

Mathématiquement, les positions d'équilibre sameées par dEp(x)/dx =

Les positions stablesont telles qu'au point d'équilibre;,  d2Ep(x3/d 0| (concavité vers le haut)

Les positions instablesont telles qu'au point d'équilibre, d2Ep(x)/eh@| (concavité vers le bas)




Si la particule posséde I'énergie totale E constal@ux cas sont possibles:
- a gauche, la particule est liéar son espace possible est situé dans l'interfppalix;]
- a droite, la particule est libmar son espace possible est situé dans l'interfxa]l+oo[

A A
Ep(x) \ 1/2mv+Ep=E
N particule
Xai Xq
X i X
Zong [
intergdite zone interdit zone i lipré
1/2 mv2 + Ep = E mterdl}Ie
Ep(x)

Dans un mouvement a acceélération centrale en conéas polaires (8), on a vu que le vecteur
vitesse est = dr/dte, + C/r g ou C est la constante des aires.

L'énergie cinétique s'exprime par Ec = 1/2 m [di# + C2/r2 ]

a laquelle on doit ajouter I'énergie potentiellériEdes forces conservatives (on suppose aucune
perte par frottement) pour avoir I'énergie totaléeEprincipe de conservation de I'énergie s'écrit:

Ec = 1/2 m (dr/dt)2 + [ 1/2 m C2/r2 + Ep(r) ] = ciante

La stabilité du mouvement nécessite dans ce cadyise de la fonction 1/2 m C2/r2 + Ep(r) en
fonction de r.

IV - Dynamigue des mouvements de rotation

Imaginons qu'une particule de masse m en M effagtumouvement de rotation autour du point O
sous l'action d'une forde

IV - 1 - Moment d'une force et moment cinétique

- Momentde la force au point QMo =OM A F =
(unité N m) o /

La forceF est appliquée au point M.
En norme, le moment est maximal lorsque
OM etF sont orthogonaux (il est nul s'ils sont colinésjire

- Notion de_couplele forces =
Il s'agit de la somme des moments en O A
de deux forceb et- F égales B
en norme mais opposées en direction.



Mo=0OAA(-F)+OBAF=(A0O+O0OB)AF=ABAF
est indépendant de O (unité N m); on écrira ajaesle couple de forces es€C =AB A F

exemple: action d'un tournevis sur la téte d'uise v

- Moment cinétiquele la particule de masse m située en M, en urt @in Ko =OM A mv

C'est le moment en O de la quantité de mouvemennv (unité: m2 kg 8)
Le moment cinétique est une notion utile pouridetes mouvements de rotation.

exemplel: dans un mouvement circulaire uniformeagion R a la vitesse angulaiig on a en
norme:v=o R, p=mv=mv R, KkKk=Rp=me R?

exemple2: le moment cinétique de I'électronaterhe d'Hydrogéne est quantifié par la relation
de Bohr: kK = n (h/2r) ou n est un nombre entier positif. La constaméthnck réduite (h/?
apparait donc comme un quantde moment cinétique.

- Moment cinétigue en coordonnées polaires)(r,cas des mouvements a accélération centrale

On avu quev = dr/dte + C/r g

AlorsKo=OM Amv=r e Am (dr/dte +C/rg) =m Ce,

A1%

Dans un mouvement a accélération centralgleur du moment cinétique est lig
a la constante des aires C par la loiFkm C = constante.

IV - 2 - Théoréme moment cinétique

- théoréme du moment cinétiqug Ko/dt =OM A F

c'est I'analogue du PFD, pour les mouvementstaéan.

démonstration simple:

Ko=OM A p

dérivons par rapport au temps:

dK o/dt = dOM/dt A p + OM A dp/dt

or dOM/dt =v etp = mv sont colinéaires (donc leur produit vectiriel nef)d'apres le PFD, on a:
dp/dt =F d'ou

dKo/dt =OM A F

exemple: mouvement du pendule de masse m, deelarigdans le champ de pesanteur g, en
négligeant le poids de la tige ou du fil.

Soite, le vecteur unitaire orthogonal au plan de la figur O
On a un mouvement de rotation circulaire a viéegsgulaire

dd/dt non constante. P

Ko=m 2 d/dt e, M, masse m

— dKo/dt=m |2 d¥/dt? e, mg



le moment du poids par rapporta O edto =-m gl sif e,

— mP2do/dtz=-mgl sid

et pour les petits mouvementis<k 1 implique sir® = 0), d¥/dtz2 + (g/l)0 =0

le mouvement est périodique de pulsation (g/l)*' et de période T =@w = 2x (I/g)*?
IV - 3 - Compléments: mécanique du solide en rotain

- complément 1: moment cinétigue d'un solide eatimt autour d'un ax&

Ka =[] HM A v(M) dm

Q (axeA)
. . R A
Le moment cinétique du solide par rapport a un axe
de rotatiomA est la somme des moments cinétiques
élémentairesen affectant a chaque point M du solide H M

une masse €lémentaire dnp gdv occupant le
volume élémentaire dy (masse volumique locale).
La vitesse du point M es(M) = Q A HM

ou H est la projection de M sur I'axe de rotation o
et Q le vecteur rotation autour de

Ka=Jl[HM A (Q A HM) dm
=l [HM2Q - (HM .Q) HM)] dm

Or le produit scalairelM .Q est nul; il reste alors¢ , = [[] HM2 Q dm =Q [[] HM2 dm, soit

Ky =JQ ou J=]l[ HM2 dm désigne le moment d'inertie solide par rapport & |'axe

Le théoréme du moment cinétique s'écrit dans ce| cak 4/dt =[] HM A dF(M)

ou d~(M) est la force élémentaire appliquée a la masse @ dv au point M.

- complément 2: quelqgue exemples de moments dérptir des solides homogérss masse m
en rotation autour d'un axe

sphére pleine de rayon R: J =2/5m R?

disque ou cylindre plein de rayon R: J =1/2 m R2

anneau fin de rayon R: J =m R2

masse ponctuelle a la distance I: J=m |2

tige pleine de longueur | par rapport a une ext&mi = 1/3 m I2
tige pleine de longueur | par rapport & son milidus 1/12 m 2

- complément 3: énergie cinétique d'un solide éatian autour d'un axé&

Ec=/[] 1/2v2dm ow(M)=Q A HM

=[] 1/2 @ A HM).(Q@ A HM) dm



On a un produit mixte dans l'intégrale que l'ontpeansformer:
(QAHM).(QAHM)=Q.[HM A (& A HM)]

Q. [HM2Q - (Q.HM) HM]
= H\? carQ etHM sont orthogonaux

donc Ec 5[ 1/2 HM2 Q2 dm = 1/2Q2 [[[ 1/2 HM2 dm,

Ec = 1/2 122 ou Jest le moment d'inertidu solide par rapport a l'axe

Si le solide de masse m et de moment d'inerties3gut® en plus un mouvement de translation,

Ec=1/2my? + 1/2 JO? ou yest la vitesse du centre de gravité du sg¢lide

Rappelons que le centre de graviél'un solide de masse m est défini par la relatextorielle:

[l GM dm =0 ou encore0G = (1/m)J[] OM dm| si O est l'origine d'un repére lié au solide.

Le point M décrit I'ensemble des points du solmejui affecte une masse élémentaire dm.

La vitesse du centre de gravité est définie pas = (1/m)J[] v(M) dm

Un corps comme la Terre possede deux mouvemeatsires: la révolutiomutour du Soleil
d'énergie cinétique E& 1/2 m 2 = 1/2 m |?w? ou | est la distance Soleil Terreceta vitesse
angulaire de révolution (T =t&» = 365.25 jours); la rotatiodiurne autour de I'axe de pdles avec
Ec = 1/2 JO? ouQ est la vitesse angulaire de rotation (Tr&(2= 23 h 56 min).

Application numérique: la Terre se déplace dansplaze a la vitessg v 30 km/s et tourne sur elle
méme & la vitesse angulaiée= 3 10* rd/s; sa masse est m = 64®&g; pour une sphére homogéne
de masse m et de rayon de rayon R, J = 2/5 m Rg Bw= 6400 km, J = fdkg m2.

Ec=1/2m 2 =2.516%)

Ee=1/2322 =4513°J

L'énergie cinétique de révolution autour du Sadsil donc 1000 fois plus grande que celle due a la
rotation autour de I'axe des poles.

V - Le probléme a deux corps

V - 1 - Moment cinétique et quantité de mouvement

Comment décrire le mouvement de deux corps

isolés et en interaction gravitationnelle mutuélle

Tel est I'objet de cette section. Mo, mp
On considere deux masses ponctuetiegt mp

de positions Met M, et de vitesses vectorielles

respectivey/; etV, dans un référentiel galiléen, F1
dans lequel on pourra appliquer les lois de Newton.

Il peut par exemple s'agir du référentiel de Kepler

pour décrire le mouvement d'une planete ou d'une

comeéte autour du Soleil (en faisant abstraction My, my
des autres corps du systéeme solaire, le probleme



étant & deux corps).
L'attraction gravitationnelle entre les massesi est donnée par la loi de Newton:

Fo=-Kmmy/r?e et Fi=-F,;onposerd,=-F;=F

- Moment cinétigue total

L'application du théoréme du moment cinétique atésge a deux corps donne, avec

Ko=OM; A mV;+0OM,;A m,V,| moment cinétigue total ou O est l'origine diéméntiel:

dKo/dt:OMlA F1+OM2AF2: (OMz-OM]_)AF: MleAF:O
carM 1M, etF sont colinéaires.

Le moment cinétique totKl, est donc une constante vectorightle mouvement est plaky est
un vecteur constant orthogonal a ce plan).

- Quantité de mouvement totale

L'application du principe fondamental de la dynamiqu systeme a deux corps donne, avec

P=m;V:+m,V, | =P; + P, quantité de mouvement totale:

dP/dt =F+F>,=0

La quantité de mouvement tot&e= P; + P, est donc une constante vectorielle

V - 2 - Référentiel barycentrique: quantité de mouement et moment cinétique
Introduisons maintenant le barycentre G du sys@esedeux corps. G est défini par:
OG =(my OM 1+ m; OMy) / (my + my)

La vitesse du barycentre (ou centre de gravit&emire de masse) est donnée par:

Ve=(mVi+mp Vo) / (my + mp) = P/ (my + mp) = constante vectorielle

On en conclut que le référentiel barycentrique rfapaur origine G) est en translation rectiligne
uniforme par rapport au référentiel supposé galilde centre O de dépale;référentiel
barycentrique est donc galiléeet on peut étudier le mouvement des deux comus ciarepere

Vitesses et quantités de mouvement dans le réiérbarycentrique

posons vi =V;i-Vgetvy,=V,-Vg

les vitesses des corps de masseim dans le référentiel barycentrique

Vi=V1- (m]_ Vi+my Vz) / (m]_ + mz) = [m2/ (m]_ + mz)] (V]_ - Vz)

Vo =Vs - (m]_ Vi+my Vz) / (m]_ + mz) = [m]_/ (m]_ + mz)] (V2 - V]_)



Posonsy =V, - V; vitesse relative de ppar rapport a M

vi=-[mp/ (M +mp)] vetvy=[my/(m+my)]v

Dans le repere barycentrique, les quantités devement s'écrivent:

Pr=mvi=-[Mymx/ (M +mp)] v et p=my vy =[mymy/ (Mg +my)] v

Appelons la quantit§ u=m; my/ (M +my) | masse réduitdu systéme a deux corps; alors:

PL=MiVi=-pVv etp=myVvo=pv avec pr+p2 =0

La quantité de mouvement totale est ndias le repére barycentrique.

- Moment cinétique dans le référentiel barycengiqu

Ke=GMiAmvi+GMaA myvy :GMlA(-uV) +GM2A}LV :MleAuV

Soit M le point défini paGM =M 1M

alors| K =GM A pv

est le moment cinétique d'une particule fictieemass@ = my m, / (my + My) située au point
fictif M tel queGM =M;M, =r & et soumise a la force gravitationndles - K my my / r2 g,

Ce moment cinétique est constamatr d'apres le théoreme du moment cinétique,

dKs/dt=GM; A (-F) +GM,AF =MiM>, A F =0 carMiM; etF sont colinéaires.

La vitesse du point M fictif est=V, - V1 | puisque

dGM/dt=dM ]_M zldt = d(OM2 - OM]_)/dt =dOM 2/dt - dOM 1/dt :V2 - V]_

V - 3 - Principe fondamental de la dynamique danslréférentiel barycentrique
Appliquons le PFD a la masse oans le référentiel barycentrique

m, dvo/dt =F

ormyVvy,=pVv doul'on déduif pavidt=F=-Kmm,/r2e

Ainsi, le PFD permet de déterminer le mouvemenadarticule fictive M de mass
u=m my/ (m + mp) dans le référentiel barycentrique de centre @¢awv= GM.

11}

Une fois connu ce mouvement fictif, il sera aishdiéduire le mouvement réel des massestm
m, aux points respectifs Met M, par la relation barycentrique;l8M1 + m, GM, =0.

En effet, m GM; + m, (GM1 + M;M,) =0 eton a posé&M = M 1M,. Il vient les relations:

GMi=-mGM/(m +mp) et GMo,=m GM / (mg + ny)
Vi =-mv/(m+m) et v =mvVv/(mg+m)




On remarque que GM 1 = - (mp/my) GM, et vy = - (my/my) Vo

Ainsi, les positions et les vitesses sont danagpart des masses

Que se passe t-il siym>m, ? Dans ce cag,~ My, GM1~0 etGM,~GM

C'est presque le cas dans le systeme solaire mvésente le Soleil de masse m

V - 4 - Mouvement fictif de la particule M de masseéduite p dans le repere barycentrique
PosongGM =r g et utilisons les coordonnées polaire®)rdans le plan du mouvement.

Le mouvement étant a accélération centrale, ongueu

v =dr/dte +Clre , a=[d?r/dt2- C%f] & ou C est la constante des aires.

Le PFD s'écrit alorg [d2r/dt2 - C2/f] =- K my my / 12

soit encore | d2r/dtz - C3f - K (my+ my) / 12

Pour résoudre cette équation, on fait le changedemariable suivant u=1/r
et sachant que:
do/dt = C u? (loi des aires), on transforme I'équaga r(t) contre une équation ed)u(

dr/dt = d(1/u)/@ do/dt = - (1/u?) du/é C u? = - C du/d

d2r/dt2 = d(- C du/él)/dt = - C d2u/é® do/dt = - C2 u2 d2u/e?

Ainsi, | a =- C2 u? (d2uf? + u) se nomme formule de Binet pour l'accélérati(

et le PDF s'écrit: - C2 u? (d2@+ u) = - K (m + my) u2

et finalement,| d2ufd +u=K (m+ m)/C?

dont la solution est de la forme u = Ky(pmy) / C2 + A co$ = 1/r (avec A constante), d'ou

r) =[C3¥ K(m+my)]/(1+eco8)=p/(1+ecad)| oul p=C?I[K (m+m)]l (enkm)

qui constitue I'équation d'une conigdent la nature dépend de la valeur de |'excetéreci
e > 1: hyperbole d'asymptotes éos-1/e et de foyer G (la particule part a I'inf)ni

e = 1: parabole de foyer G (la particule part anfini)

e < 1: ellipse de foyer G

e = 0: cercle de centre G

Le périgéede la conique est obtenu pdur O et vaut y=p /(1 + €)
L'apogéen‘existe que pour une ellipstans ce ca$,=netvaut =p/(1-e)

V - 5 - Energie mécanique et condition pour avoir oe ellipse, une parabole ou une hyperbole

L'énergie mécanique du mouvement est conservémeed par E = Ec + Ep, soit



E=12uv2-Kmmp/r

ou v2 = (dr/dt)2 + (r /dt)? = [(dr/d)? + rZ] (db/dt)2 = [(dr/cb)? + r2] C/f
Ordrid=pesif/(1+ecoB)2=r2esif/p

doncvz=C2e?2sifd p2+C2(L+ecdy?/p2=(C%p?) (e2+1+2eds

E=1/2u(C?3p?) (e2+1+2ecbBp-(L+eco®) Kmmy/p

Remarquantquye C2=Kp{mnmy)| ,onapC?=Kpmm,

E=12Kmmy(e2+1+2ecd8/p-(L+ecd®Kmm/p

E=12Kmm,(e2-1)/p| =constantgui amene a la conclusion suivante:

e >1 — E > 0; trajectoire hyperbolique
e =1 — E = 0, trajectoire parabolique
e <1 — E <0, trajectoire elliptique

- Energie en fonction de la position et de la @emitiale

. C=pvy Vo
On suppose qu'ent =0, rgat v =\, le vecteur vitesse, 0 %0 V
étant orthogonadu rayon vecteudM . s o M
0

Alors E=1/2uv2-Kmmy/rp=1/2 Kmm, (e2-1)/p

Introduisons la vitesse de libératianobtenue lorsque e = 1, E = 0 (trajectoire pargoel):

12pvi2=Kmm/rp soit| v =[2 K (my+ my) / ro] 2

E=1/2u (V2 -w?) =1/4uvi2(e2-1)¢lp

dot [ vw=w [1+(e2-1)¢2p 2

Cas de I'hyperbole ou de la parabolex(&)
ro=p/ (1 + e) est le périgée de la trajectoirersaly = v [ (1 + €)/2 12> v,

Cas de l'ellipse (0 <e <1)
sip=p/(1+e)estle périgée de la trajectoirersalp = v, [ (1 + e)/2 }? et N2 <w<w
sirp=p/(1-e)estl'apogée de la trajectoire,aalons = v [ (1 - e€)/2}? et 0 <y<w/VN2

Cas du cercle (e =0)
fo=pete=wn2

En résumé, la vitesse initiale conditionne lairetle la trajectoire:

0<w<w/A2 ellipse dont la position initiale est I'apogée

Vo = W /N2 cercle L% [2 K (my+ my) /]2
VN2 < w <\ ellipse dont la position initiale est le périgee vitesse de libération

Vo =W, parabole

Vo > Vi hyperbole
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Dans chaque cas

Py

p= C2/Kithmy) et C=¢Vvo

Hyperbole

éguation cartésienne:
x?/az - y?3/p2 =1
asymptotes y = £ (b/a) x
foyer OG = ¢ = (a2 + b¥f
périgée OP = a
excentricité e =c/la> 1
b=a(e2- 1)?

éguation polaire:
r=p/(1+ecod)=GM
p=a(e?-1)

périgée s =GP =p/(1 + e)

Parabole

égquation cartésienne:
X=-y2/2p

foyer OG =c =p/2
excentricitt e = 1

équation polaire:
r=p/(1+cos8)=GM
perigée = GO = p/2

Ellipse

équation cartésienne:
x2laz + y?3/b2 =1
OA=aetOB=b

foyer OG = ¢ = (a2 - b¥y
GB=a

excentricitt e=cla<1
b=a(l-e¥?

équation polaire:
r=p/(1+ecod)=GM
p=a(l-e?
périgéef=GA=a(l-e)
apogéegy=GC=a (1 +e)




T T T
x=1.42
4= e=3.03 ]
hyperbole:
2 I—
D e O R ol T T S I
_2 —
—4|— ¥ = rapport {V initiale /v libération)
e = excantricité
D = point de départ ; F = foyer
| I B | |
-8 -6 —4 -2 0

Trajectoires possibles d'un objet de masse réduitey, m, / (my + mp) autour du centre de gravité
ou foyer noté F. La vitesse initialg au point de départ D est supposée orthoradialec(do
orthogonale &D). La nature de la trajectoire dépend du paranxetrey/v. ou \ est la vitesse de
libération. L'excentricité e dépend aussi du rapper v/v,. Si my >> mp, la masse mest en F et le
corps de masseagravite autour. La vitesse de libération est dansas v=[2 K my / rg) 2.
Trajectoires partant a l'infini:

x > 1 : hyperbole (et ses asymptotesyenet

x =1 : parabole en

Trajectoires fermées:

1A2 < x < 1: ellipse dont D est le périgée en noir

x = 1N2 : cercle emouge(e = 0, r = constante)

x < 1N2 : ellipse dont D est I'apogée en noir
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Cinématique des positions d'un objet de massetsadei my m, / (my + mp) autour du centre de
gravité ou foyer F. La vitesse initialg &u point de départ D est supposée orthoradiatec(do
orthogonale &D). Entre deux positions successiyeprésentées par les points), l'intervalle de
temps est constarPlus les points sont proches, et plus la vitesséaible. Avec x =ylv,
Trajectoires partant a l'infini:

x > 1 : hyperboles emolet, vitesse décroissante vers une valeur asymptoteuiée

x = 1 : parabole eneri, vitesse décroissante vers zéro

Trajectoires fermées:

1H2 < x < 1: ellipse dont D est le périgée en noite§se maximale au périgée D)

x = 1N2 : cercle emouge(e = 0, vitesse constante)

x < 1N2 : ellipse dont D est I'apogée en noir (vitesseimmile & 'apogée D)

10.0 T T T

v /0

x=1.42/e=3.03

D = point tdg{:lépar‘t :
e = excentricité : — -
% = rapport [V initiale / W libération): x=0.94/e=0.7
0.1 1 | | L | | | | L 1 | | L
(e 1.0 10.0 100

Cistance au foyer r/r0
Vitesse v/y en fonction de la distancegau foyer F. D point de déparg vitesse initiale.
Trajectoires partant a l'infini, r(t) > ¢, a vitesse décroissante v(t) s:v
x > 1 : hyperbole\(olet, vitesse asymptote) et x = 1 : parabole{ vitesse nulle a l'infini)
Trajectoires fermées a vitesse v(t) & LA2 < x < 1, ellipse dont D est le périgée en ndij, 1o
Trajectoires fermées a vitesse v(t)& x = 1A2, cercle = pointougg r(t) =
Trajectoires fermées a vitesse v(t)¢* x < 1~2, ellipse dont D est I'apogée en noir, r(th<r
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Cinématique du probléme a deux corps de mass m (la masse du corpsrtest doublale

celle durougg gravitant autour de leur centre de gravité saudoyer F. Les droites en trait
pointillé relient les positions respectives desxdearps.

Entre deux positions successifesprésentées par les points), l'intervalle dgogeast constant
L'excentricité des ellipses dépend du parametreghve (Vo vitesse initiale du corps fictif de masse
réduitep = my my /(M + my), Vi = [2K(my + mp)/ro] 2, 1o étant la distance initiale au centre de
gravité F). Cas ou = 0.95 Les vitesses et distances des corps sont daaggdert des masses

=]

1.0 T T T T T T T T T T T T T T

- . ] Méme figure, mais ave
L . S . x = 0.75(proche de la
- . . valeur critique 0.707
05| o . . pour laquelle on aurait
i : i eu deux cercles

. s i ] concentriqgues de centre
F (ou centre de gravité
du systeme). La masse
du corpsvertest_ double
de celle duouge On a
les relations:

[ rrriiiriresesteii il

L * ; L - . 7 ml FM 1 + rn2 FM 2 = O
T C ] myvi+mp vz =0

-1.c 1 1 1 \ 1 1 1 ‘ 1 1 1 1 \ 1 1 1 1
—1.0 —0.5 0.0 0.5 1.G




V - 6 - Particularités du mouvement elliptique

L'énergie E prend la forme suivante, sachant qye= a (1 - €2)

E=-12Kmm,/a

ou a est le demi grand axe de l'ellipse.
Si e est son excentricité (0 < e < 1), le demitzete est

e est déterminée par la condition initiale:

VN2 <w<wv,e=2(g/)?-1
O<w<vN2, e=1-2@y)?

b=a(l-é&)

r=p/(1+ecod fournit| l'apogeea=a (1 +e)etle périgégxa(l-e)

Onal g+rp,=24

Si v, et \, désignent la vitesse a l'apogée et au périgéa, das aires s'écrit:

C=RVa=TIpVpy=TIyVo

ou I et \p sont respectivement la position et la vitesséaleit{supposée orthoradiale).
Par ailleurs, la conservation de I'énergie erafmljée et le péerigée donne une seconde relation:

E=12uv2-Kmmy/ra=12puv2-Kmmp/r, ou u=m my/(m + nmp) masse réduite

comme ¥ = (fa/ Ip) Va

1/2p v (1 - (Brp)?) =- Kmy my (11, -1/r)

Onavuqueg=a (1l +e)etle périgégx a(l-e), il vient alors:

12uv2[l-(1+e)3(l-e)3=-Kmm(2ae)/az(l-e?

12v2(-4e)/(1-e=-K(mtm) (2e)/a(l-e?

ce qui donne finalement % [K (my + my) /af"? [(1-e)/ (1 + e)f?
puis , ¥ [K (my+mp) /al*? [(1+e)/(1-e)f?

- Période de révolution T

On peut la calculer a lartir de la loi des aireSfdd = C/2 = constante

ce qui donne en intégrant: S = surface de lI'élipsab =C T/2 =4v, T/2

douT=Zab/gv,

Commeg=a (1l +e)ety=[K(m+m)/al? [(1-e)/ (1 +e)f?




En élevant T au carré, on obtient: T2242b2/K (m+nm) a (1 - €?)

Cependant, b2 = a2 (1 - e2), d'ou T2z & / K (my + my), loi qui s'énonce ainsi:

T2/a = 4n2 | K (my + my)

- Lois de Kepler

* 1ére loi: la trajectoire d'une planéte est utips dont le centre du Soleil est un foyer

* 2éme loi: les aires balayées par le rayon vedeunt proportionnelles au temps mis a les parcourir
(loi des aires r2@dt = C = constante des aires)

* 3éme loi: T2/4 = 4n2 | KM,
ou T est la période de révolution, a le demi graxel de I'ellipse, K la constante de gravitation
(6.67 10" SI) et Mila masse du Soleil (2 1kg)

- Données sur le Soleil et les planétes du syssaiaire

Soleil: masse 2 kg9kg, rayon 700 000 km, densité moyenne 1.4.

Excentricités actuelles (elles ne sont pas conetadans le temps !), masse en kg et demi grand axe
des planétes en UA (1 UA = 149.6’10)

e Masse (kQ) demi grand axe a (UA)

Mercure 0.2056 la plus forte 3.3%0 0.39

Vénus 0.0067 la plus faible 4.9%40 0.72

Terre 0.0167 6.0 b 1.00

Mars 0.0934 6.3 10 1.52

Jupiter 0.0484 1.9 1bla plus massive  5.20

Saturne 0.0542 5.7 %0 9.55

Uranus 0.0472 8.7 10 19.22

Neptune 0.0086 1.1 % 30.11

Période de révolution T autour du Soleil (joursgyon équatorial R des planétes (km) et densité d
T (jours) R (km) d (sans unité)

Mercure 88.0 2439 55

Vénus 224.7 6052 51

Terre 365.25 6378 55

Mars 687.0 3397 3.9

Jupiter 4332.6 71400 1.3

Saturne 10759 60000 0.7

Uranus 30688 25400 1.3

Neptune 60181 24300 1.6



Exercice: le Soleil a un rayon de 700 000 km. Eppssant que toute la masse du systeme solaire
est concentrée dans Jupiter (soit 1/1050 de la endasSoleil), & quelle distance du centre du Soleil
(en km) se trouve le centre de gravité G ?

Donnée: distance Soleil Jupiter = 5.202 UA et 1 £JA49.6 millions de km.

Réponse:

on a la relation vectorielle de définition du cerdle gravité S:

MsSG+ M;JG =0

et la relation de Chasles

JG =JS+SG

ou J est le centre de Jupiter de masgeeMs le centre du Soleil de masse M

d'ouSG=SJ M;/ (Ms+ Mj) = SJ M3/ Ms

et en norme, S& SJ /1050 soit 4.95 TOUA = 741000 km soit environ le rayon solaire. lemtre

de gravité est proche de la surface solaire. Lmgeide révolution autour du centre de gravité est
celle de Jupiter soit 12 ans environ.

Exercice: I'excentricité de l'orbite terrestre "alitour du Soleil varie de 0 & 0.06 en cent mills an
environ. On fait I'hypothese que le demi grand'&Xeest invariable et égal a sa valeur actuelle de
149.6 16 km.

1) dans quel intervalle varie I'apogégra (1 + €) quand e varie de 0 a 0.06 ?

2) dans quel intervalle varie le périgge=ra (1 - ) quand e varie de 0 a 0.06 ?

3) la puissance P(t) recue par métre carré au nivéa l'orbite terrestre est P(t) = L#(t)2 (ou r(t)
est la distance Soleil Terre). Que vaut P(t) quard 0 donc r = a au cours d'une révolution
circulaire (on donne L = 3.86 2®W luminosité du Soleil) ?

4) La puissance instantanée P(t) recue par la Tpaemetre carré est (L#C) d/dt ou C est la
constante des aires. Elle varie en fonction du tefopr d)/dt varie sur I'orbite). Exprimer
I'énergie totale E regue par metre carré sur uneotation en fonction de L et de C.

5) Sachant que C = [K Ma (1-e2)}'2 ol K est la constante de gravitation eflMmasse du Soleil,
exprimer E en fonction de L, (KsM) et e.

6) sachant que (1-6¥} ~1 - e2/2, que vaut la variation relatiete E quand e varie de 0 & 0.06 ?
Cette variation a elle seule est-elle susceptililldencer fortement le climat ?

7) dans quel intervalle varie la puissance recuerpatre carré P(t) = L/4r(t)? entre apogée et
périgée quand e = 0.0167 (valeur actuelle) ?

8) dans quel intervalle varie la puissance recuerpatre carré P(t) = L/4r(t)2 entre apogée et
périgée quand e = 0.06 (valeue maximale) ?

Réponses:

1) r.=a (1 + e) varie de 149.6 & 158.6 kfn

2) r,=a (1 - e) varie de 149.6 & 140.6 kfn

3) la puissance recue par la Terredr?4est de 1372 W/m?2 et ne varie pas dans le teepd( k=
r,=a = 149.6 10km)

4)E=L/2C

5)E=L/(2[KMa (1-e2}?)

6) variation relative 0.06%/2 = 0.0018 soit seulah®18 % (faible influence climatique)

7) .= 152.1 16 km et p=147.1 16 km; la puissance recue par la Terrent?4/arie entre 1328
W/mz2 (apogée a e = 0.0167) a 1420 W/mz? (périgee 8.0167), cette variation de 7 % au cours de
la révolution est modérée.

8) la puissance recue par la Terredr?4/arie entre 1221 W/m? (apogée a e = 0.06) a 185u?
(périgée a e = 0.06), cette variation de 25% auscde la révolution est importante.

Nota: la luminosité L du Soleil varie avec le cystdaire mais a raison de moins de 0.1 %, soit
nettement moins que les fluctuations d'origine tatbi



Exercice: I'excentricité de I'orbite terrestre etaur du Soleil est de 0.0167. La distance moyenne
Soleil Terre est a = 149.6 1@&m. Calculer le diamétre angulaidonc sur le ciel pour un
observateur) en minutes de degré entre I'apogébef)et le périgée (Janvier) sachant que le
diamétre réel du Soleil est de 1.4 4.

Réponses:

apogée = a (1+e) = 152.1%1m

périgée = a (1-e) = 147.1%km

diamétre apparent en radians = diametre solaistdrite Soleil-Terre
1 radian = 360 degreés

1 degré = 60 minutes

donne une variation de 31.5' & 32.5' de l'apoggeeagée.

Exercice: la comete de Halley a une période T =aid6. Son excentricité e vaut 0.97. On demande
de calculer le demi grand axe a (en km puis en U#9ogée, le périgée (en km puis en UA), la
vitesse & I'apogée et la vitesse au périgée (eg)k@h donne la masse du Soleil: 2%y, et

1 UA = 149.6 16 km.

Réponses:

3éme loi de Kepler, a = 2.7 1km = 18.0 UA
apogée = a (1+e) = 5.3°%km = 35.4 UA
périgée = a (1-e) = 8.1 1&m = 0.55 UA
vitesse a l'apogée = 0.9 km/s

vitesse au périgée = 57 km/s

Exercice: vitesse de libération.

1) Calculer la vitesse de libération a la surfag&dleil, de la Terre et de la Lune en km/s.
Calculer ensuite la vitesse de libération du Saoleguis l'orbite terrestre en km/s.

2) un satellite tourne autour de la Terre en oitétgse circulaire; donner en appliquant le principe
fondamental de la dynamique I'expression de sasetde rotation v en fonction de K (constante de
gravitation), de M (masse de la Terre) et du rayate la Terre. Que vaut numériquement cette
vitesse en km/s ?

3) calculer de la méme fagon la vitesse de la T®mreon orbite en la supposant circulaire (en
km/s).

Données:

Masses: Soleil, 2 0kg, Terre 6 1¢f kg, Lune, 7.4 18 kg

Rayons: Soleil, 700 000 km, Terre, 6400 km, Lun@0Lkm

Distance Soleil-Terre: 149 1@m

Réponses:

1) vitesse de libération aux surfaces:

du Soleil, 617 km/s

de la Terre, 11.2 km/s

de la Lune, 2.4 km/s

vitesse de libération du Soleil depuis l'orbitedstre: 42.1 km/s
2)v=(KM/R}

v =7.9 km/s

3) v=29.8 km/s



