Introduction a la I'hydrodynamique et a la MHD
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Dans tout le cours, les vecteurs sont en caracteres gras

En astronomie, I'hydrodynamique traite des écoutsnde fluides compressibles (de vitesse
macroscopique, masse volumiqug), sous l'action de forces diverses: pression,0gse,
pesanteur, Coriolis... La magnéto-hydrodynamique owDVii¢sultat du couplage entre les
équations de I'hydrodynamique et de I'électromagmeét (Maxwell ARQS), décrit I'interaction
entre la matiere et le champ magnétique en présknceurants électriques.
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Préambule: mesure des vitesses

Observation du champ des vitesses a
distance par effet Doppler sur la ligne
de visée (projection v// du vecteur

I /\ Iogne
Y y . de
| \ visée

v/l = CAv/v

v fréquence I'onde lumineuse
Av décalage Doppler en frequence
Av > 0 mouvement d’approche

Av < 0 mouvement d’eéloignement

Exemple d’'une éruption solaire: intensités et gkssDoppler (projetées sur la ligne de visee)
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Mesure des vitesses radiales par le décalage idsssp@ectrales
vers le rouge (grandes longueurs d’onde, éloignénoernvers le
bleu (courtes longueur d’onde, approche)

Raies d’émissionlans les protubérances solaires (satellite IRIS,
raie UV du Magnésium ionisé a 279.65 nm)
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Mesure des vitesses transversalasla détection des mouvements propies structures

(la granulation a la surface du Soleil, ci dessdwsyp d’environ 30” x 30™"). La mesure
de la vitesse transversale instantanée est difioh mesure plus facilement la vitesse
moyennesur un intervalle de temps de 30 min avec une uésalspatiale dégradée.

(satellite Hinode, continu bleu a 450 nm, on a sopsE les champs magnétiques)




| — Les équations de base de I'hydrodynamique
1 - Remarques générales sur les équations de ca@igaTv

La loi de conservation d'un champ scalaing, y, z, t) (exemple: densité volumique de masse en
kg m3 ou d'énergie en J-#) suit 'équation générale :

oplot + div(pv) = s (s en kg st ou W m3d)

ds

v champ des vitesses
pv densité de courant (de masse, d’énergie...)

S terme source ou perte (selon son signe) S swiface fermée

Par intégration sur un volumefermé par une surface via le théoréme d’Ostrogradski:

ot [ pdv]+ppv.ds=[[[sav

v.dS =v, dSavec y composante normale gesurS comptée positivement vers I'extérieur



La quantité”f p dv (masse ou énergie du volumiest conservesi, par exemple
\Y%

- terme source/perte nud € O et courant nul sur la frontiege(v,, = 0 partouy

- ou ﬁ;p v.dszﬂvfsdv

—> donc, en régime stationnailes entrées/sorties aux frontieres sont compsensée
par les sources/pertes.

2 - Equation de conservation de la masse (équatiocodénuité)

oplot + div(pv) =0

En régime stationnaire

pVv est la densité volumique de quantité de mouvement

div(pv) = 0 signifie ﬁ pv.dS=0 sur la surface ferm&eentourant le volum¥/

—> conservation du débit massigien kg s'): masse entrante = masse sortante

Si incompressibl,e%:}v.dsz 0 surS fermée entouran¥

S

—> conservation du débit volumigen n? s1): volume entrant = volume sortant




3 - cinématique des fluides

En cartésiennesljv v = [1.v caractérise les variations delans sa direction
En polaires, divv caractérise les mouvements convergents/divergents

Un champ de vitesse, en coordonnées polaires,i¢el g kr e, k constante, est tel que:

rotv=0 et divv=2Kk k>0 k<0
{ k > 0: les mouvements sont divergents \/
k < 0: les mouvements sont convergents /vv\

En cartésiennespt v = [ A v caractérise les variations de&lans une direction orthogonale
En polaires, rot v caractérise les mouvements de rotation, les téonisil

Un champ de vitesse, en coordonnees polairesuéel g w r ey, w constante, est tel que:

divv=0etrotv=2we,

w > 0O: fluide en rotation dans le sens trigonoméwigurticité 2w positive
w < 0: fluide en rotation dans le sens horanaticite 2o négative

<0 >0

rot v est la vorticité
Q =1/2rot v est le vecteur tourbillon




Lignes fluides ou lignes de courant

Lignes du champ des vitesses définiesvpak dOM (k réel), ce qui donne les équations:

\Y

dx /v, =dy/v,=dz/yv,

Le vecteur vitesse est tangent en tout point diigme fluide dOM ligne fluide

Ecoulement incompressiblg £ constante)

Un tel écoulement est a divergence nylle: \diw0

Ecoulement irrotationnel a potentiel scalaire degsses

rotv=0

Il existe une fonction potentiel des vitesge®hamp scalaire) tel quev = grad ¢

et si le fluide est incompressiblee potentiel obéit a I'équation de Lapladkd = 0




Ecoulements irrotationnels incompressibles@ins un plan xOy

divv=0etrotv =0

C'est I'analogue des champs potentiels (sans dd@ramagnétostatique. On a donc:

Av = 0 | équation de Laplace

Dans un espace a deux dimensions aveg, v,, 0) dependant des coordonnees x et y,

v =rot (Y(xy) &) =grad y(xy) A e,

v = grad ¢(x,y) ¢ fonction potentiel (le rotationnel d’un gradient est nup rot v = 0)

(la divergence d’'un rotationnel est nulte div v = 0)

d(x,y) = constante est I'équation des lignes éqaiuialles
v(X,y) = constante est I'équation des lignes de gham

¢ ety sont harmoniques: A¢ = Ay =0 On démontre que:

- la fonction complexe| f(z) d +iy

- |df(Z)/dz =y -1 v,

Le champ des vitesses complexe wv,

est une fonction analytique de la varialalee x + 1y

dérive donc du potentiel complexe f(z¥p= iy



Ecoulements irrotationnels incompressibles@ihs un plan xOy: exemples

a) Puits/source

fz)=p+iw=kiIn(z) ouz=x+iy=rd, r=|z|]eb=arg(z), k=constante
df/dz = kiz = (k/r) (co8—isinb) = v, -iv,

2 v, = (k/r) co® etV = (k/r) si > en polaires; v=k/r | (mouvement radial

fz)=dp+iw=kIn(r)+iko > d=kIn(r) etw=ko k>0 k<0
Lignes fluides: 0 = constante (droites issues du puits/source) ‘>/F \i

3‘ xfmﬂ\
b) Tourbillon
fz)=¢p+iw=-ikiIn(z) ouz=x+iy=ré&, r=|z| eb=arg(z), k = constante

dfidz = - i kiz = (KIr) (- i - i cosb) = v, - i v,

2 Vv, = - (kIr) sirb et \, = (k/r) co® et en polaires, ¢~ k/r | (mouvement orthoradjal
fz)=¢p+ip=ko—ikIn(r) > d=ko et y=-klIn(r)

Lignes fluides: r = constante (cercles)

k<O k>0



Analogie cinématique/magnétostatique
Théoreme « d’Ampere » de la cinématique des fluides
soit un ecoulement tourbillonnaire tel qa¢v =2 Q

Q porte le nom de « vecteur tourbillon » (vitesse angeikan rd/s)

Alors[frotv.dS=|d v.dl = 2] Q.dS | est I'‘équivalant du théoréme d‘Ampére

La circulation du champ des vitesses sur un corfayaréest égale au double du flux du vecteur
tourbillon a travers toute surface enlapae ce contour.

Application: le tourbillon de Rankine de rayon Ryarngtrie cylindrique Q
Y

L'écoulement est orthoradigl= v, g,

r<R,Q=Qe, Ve
fvdi=vy2mr=2[QdS=2Qmrz >v,=Qr

r>R,Q=0 | >
Jvdl=vg2mr=2[[QdS=2QmR2 > vy=QRr 0 R r




Analogie cinématique/électrostatique
Théoreme « de Gauss » de la cinématique des fluidemjressibles

div(v) =sfpp avec s source (s > 0) ou puits (s < 0) de matietagem3 s

Alors [[] div(v) dv =|db v.dS =] sip dv| est I'équivalent du théoréme de Gauss

Le flux du champ des vitesses sur une surface feesteegal au taux de création/perte de masse
iIntérieurau volume deélimité par cette surface et diviségar

Application: source ou puits de rayon R en syméipiecrique

L'écoulement est radial = v, e, @ y
A

r <R, puits ou sources0 Y
[[v.ds=v 4amnrz=][] sipdv=(sp) 4/3mr
>V, = (shp) (1/3)

r>R,s=0 |
[Iv.dS=v 4mr2=][] sjodv = (sp) 4/3TR? | >
> v, = (shp) (R¥/3r2) 0 R r




4 — Equilibre hydrostatique

Equilibre entre les forces de pression et la fateggravité (grad P =p g

ou P désigne la pression (Pa) la force de pesanteur par unité de volume (R, m étant la
masse volumique (kg By etg I'accélération de la pesanteur () s

- cas d'un fluide_incompressibs/ecg = - g e, (g constante)

dP/dz=pg 2 |P(z)=R (1 -2z/H)| ave¢ H=Fpg)| echelle de haute(m)

- cas d'un fluide incompressibte&ans un corps sphérigue homogéne de rayon R

Théoréme de Gauss du champ de gravitation: | [[g.dS=-41tK M
g4mnre=-4nK (4/3ntrip) > g=-(4/31K) pre

intérieure

dP/dr = - (4/3rK) p2r >|P(r) = (2/31K) p2 (R2- 2] si P(R)=0>| P

centrale

= (2/3TK) p? R?

exempleTerre, o= 5500 kg m#, R = 6400 kmP = 1.7 101 Pa

centrale ™

- cas d'un fluide_ compressibsiivant la loi de Mariotte B/= P/p, = constante avec g = cte

dP/dz = - P (pp,/P,) =2 |P(z) =Re?H| ou|H=R/(p,0) | €chelle de haute(m)

exempleatmosphere terrestre: H = 8 km, photosphere sel&l = 300 km



Cas d’'un fluide incompressibén rotation autour de I'axe Oz

Equilibre entre les forces de pression, gravité etdéad’inertie d’entrainement
grad P =pg+p Q2HM A Z
théoreme de Gauss du champ de gravitation (pagegeate):

Q4 M(x,y,z)
2 g=-(4/31K) pre =-(4/31K) p OM

O >
OM =xeg, +ye +ze,=grad(x? +y? + z?)/2 / y
-2 g=-(2/31K) p grad(x2 + y2 + z?) X

HM =xe¢ +y e = grad(x? + y?)/2
- grad P = - (2/3K) p? grad(x? + y2 + z2)+ p Q2 grad(x? + y?)/2

- P = - (2/31K) p? (x2 + y2 + z2)+ p Q2 (x2 + y?)/2 + constante

P(x,y,z) = - (2/3rK p2- p Q2/2) (x2 + y?) - (2/31K) p2 z2 + ctel oup Q22 << 2/31K P2

P = 0 (en surface) donne I'équation d’un ellipsaidaévolution autour de Gm « géoide »




5 - Equation d'Euleou PFD appliqgué au mouvement fluide
p dv/dt = -grad P +f
ouf désigne les forces par unité de volume autres gu®iees dues a la pression P (en Pa).

dv/dt s'appelle dérivée particulaide la vitesse.

La vitesse du fluide en un point M(X,y,z) dépendkdg, z et t (description eulérienne).

dv = ov/ox dx +ov/oy dy +ov/oz dz +ov/ot dt - | dv/dt =v.grad(v) + ov/ot

—> Accélération locale ov/ot |et accélération convectives.grad(v)| (m s2)

p[ovlot +v.grad(v)] =-grad P +f | (équation d’Eulerf en N md)

f est la force volumique (N 1):

f=pg + JAB + VvpAv |...+ ... (-2pQAV + pQ2HM)
poids viscosité forces d’inerdians un référentiel en rotation
force magnétique Coriolis centrifuge d’entrainement

H projection sur axe rotation




0 g poids volumiqued accélération de la pesanteur)

| A B force de Laplace volumique

] densité de courant (A reliée a l'intensite | (A) par | :H ].dS (flux de la densit¢).

v p Av=p Av force de frottement visqueuse par unité de voluf@quhtion d'Euler porte alors
le nom d'éguation de Navier Stokes

Av est le Laplacien du vecteur vitesgegst la viscosité dynamiquen Poiseuille (Pa s)

v = u/p est la viscosité cinématiqus m? s,

Pour I'atmosphere solaire:
M=vp=22107T>2kg nt! s1(Poiseuille), ou T est la température Kelvin

- dans la photosphere solaire, T # KOetp = 107 kg m3, y = 107 Poiseuille eb =1 m2 s,
- dans la couronne solaire, T =*Xetp = 1012kg m3, y = 102 Poiseuille eb = 1010m2 si,

Echelle de temps dynamique et échelle de tempsiddf(visqueuse)

En I'absence de forces autres que visqueuses afi@qudu mouvement sécrit:

p[oviot +v.grad(v) ] =v p Av équation de Navier Stokes




la partie diffusiveov/ct =v Av | possede une constante de temps: temps diffusif

Ty = L2/V

Avec L dimension caracteristique; la partie con@@v/@t = -v.grad(v) possede une
constante de temps: temps dynamique

t=L/vV

Leur rapport est appelé hombre de Reynolds

R.=t4/Tt=LV/IV

R, représente le rapport entre la force convedhyev.grad(v) || et visgueus$ pV Av||.

R.>>1 écoulement turbulent /,R< 1 écoulement laminaire

—> turbulent tourbillons a petites échelles / laminaiéeoulement plan parallele

Dans la photosphere solaire, T =#K) L = 10*km, v =1 km/sy =1 m?s!, R, ~ 10,
Les mouvements sont hautement turbulédgiation d’Euler non linéaire).
- on néglige la viscosité sauf en présence de pétitieslles dissipativeg®, decroit avec L).




Force d’inertiede Coriolis

La force d’'inertie de Coriolis a une action dangeéfiérentiel en rotation (étoile, planete) (5i
est la vitesse angulaire de rotation, la force dedlis est, par unité de volume:

f=-2pQAv | (en N md). Le temps caractéristique associé est:

.= 1/Q

on appelle nombre de Rossby le rapport :

R,=t./t=Vv/QL) | (avect = L/vtemps dynamique)

R, représente le rapport entre la force convedhve/.grad(v) || et de Coriolis||p QA v||

- Dans la photosphere solaire, L =*ktn, v =1 km/sQ = 2.5 16° rd s(26 jours), R = 100, la
force de Coriolis est souvent négligée. Ce netspaaile cas d’une éetoile en rotation rapide.
- Dans I'atmosphere terrestre, L =3.n, v = 10 m/sQ) = 7.3 16° rd s1, R, = 0.1: |la force de
Coriolis domine !

Applications

a) La force d’inertie de Coriolis contribue a laa®hation des centres actifs solaires.

b) Dans I'atmosphere terrestre, la force d’inaeeCoriolis oriente les vents autour d’'une
dépression ou d’un anticyclone (selon hémisphete$t I'écoulement géostrophique.



6 - Mouvement d'un fluide incompressiblerégime stationnaire

L'équation du mouvement stationnagme présence de gravité dans un fluide mis en mouveme
par les gradients de pression s'écrit:

pv.grad(v) =-grad P +p g| ou|g = - grad(g z)

Orv.grad(v) = grad(v3/2) —v A rot(v)

Donc | grad(pv¥2+P +pgz)—pVvArot(v)=0 \'
dl

Prenons la circulation le long d’une ligne fluide A a B: A
B B
| grad(pv22 +P +pg z)dl — [p[vArot(v)].dl =0
A A

B
Or le long d’une ligne fluidev etdl sont colinéaires, donEp [v A rot(v)].dl =0
A

B
il reste alors: | d(pv¥2+P+pgz)=0
A

d'ou | ¥2pVv2+ P +p g z =_constante sur une ligne fluide loi de Bernoulli




Cas particulier de I'écoulement incompressible attationnel tel queot(v) =0

grad(pvé2+P +pgz)—pvVvArot(v) =0 s’écrit grad(pvi2+P +pgz)=0

D’ou

7 - Equation compressible dans le repere de Frénet

Dans un systeme de coordonnées curvilignes
(repere de Frénet locgln) ouv =vt:

v.grad(v) =v d(vt)/ds =d(v¥/2)/dg + v2n/r

Y2p V2 + P +p g z =_constante unifornm@our toutes les lignes fluide

Selont : p d(v#/2)/ds = - dP/dsp g dz/ds
Selone, =-n: -pv?r=-dP/dr-pgdz/dr

s est I'abscisse curviligne de M le long de ladidluide AB et | dé
r = CM est le rayon de courbure en M, C étant ldreede courbure

En I'absence de gravite, dP/dp«?/r > 0| effet Coanda

Autour d’un obstacle, la pression augmente enisjgémt de C

d'attaque

de fuite



8 - Loi de Bernoulli incompressible: quelques apggiiens simples

a) Vidange d’un réservoir
Y2pVv?+ P +p g z = constante entre Aet B

v=0,R Section du tube de vidange négligeable
A A P,+pgh=%pvi+PR,
hi v = (2gh}
i réservoir Loi de Torricelli
V
B Exemple barrage h=100 m, v = 45 m/s = 160 km/h

Yapvi+P=Ypuz+ B,
entre EetAouentrel et A
Effet Coanda en E (extrados) ou
en | (intrados)
“>P<P,etR>P,
(avec R pression ambiante)
extrados, v > u; intrados, v<u
—->FORCE DE PORTANCE

(P, - Po) S, S surface de l'aile
Exempleaile avion,4P=0.1bar,
S=100 m2, F=4P S=16N




c) Pression d’arrét sur un obstacle et sonde d¢ Pit

[ ]
|
|
|

Yapvpy2+ P =Y%pvg2+ B entre AetB

Au point B v =0
- P; =Y%pv,2+ P, pression d'arrét P,

> v, = [2 (Ps- PL)/p]Y2

Application: la mesure de la surpressign P
P, fournit la vitesse y d’'un avion en vol

(sonde/tube de Pitot)
Exemple p= 1 kg m3, AP=0.1bar, y = 500 km/h

Conservation du débit:
SVy=SVv, &S 2>2v>y,

Yapv2i+ B="%pv2+P entre AetB

P=R-Y%p(2-v?) <R
déepression en B: effet Venturi

Exemplespassage d'un col, arrachement des
toitures lors de tempétes



e) Tourbillon de Rankine incompressible a vitesggu&ire w constante (facultatif)

En coordonnées cylindriques @,z), gravitég = - g e,, €coulement orthoradidu type:

rot(v) = 2we, ouv =V(r) g,

Deux cas: pour 0 <r < Ry= w, = constantet pourr>R,w=0

- champ des vitesses (fonction de r) par le theod@mmpere de la mécanique des
fluides (basé sur le théoreme de Stokes):

Jl rot(v).dS=]v.dl = 2] wdS = 2wS ou S est la surface enlacée par un contour fermé
de rayon r quelconque

<R: V2T =20,112 = V(I) =y
r>R: v2ir=2w,mR?= V() =w, R¥r

dans ce dernier cas, la densité volumique de moanegiique p v r] est constante et |l
existe un potentiel des vitesse@) = w, R20; 'écoulement est irrotationnel

- champ de pression par I'équation d’Euler:

grad(pv2+P +pgz)—pVvArot(v) =0 ou vATrot(v) = v(r)ggA2we,=2wv(r) e
Soit sure, :

d(p v3/2 + P +p g z)/dr = 2p wVv(r)




r<R:w=owy;v=wyr = dEw2rz/2+P+p

g z)/dr=2p w?r

= pw2r2/l2+P+pgz=pw2rr+cte =

P+pgz-1/2p w?2r2="PR,

(P, constante)

r>R: w=0;v=w,Rr = P+pgz+1/2p w?RYr2=cte

Les deux équations se raccordentenr =R, {

'ouplg £ +p w2 R? (R/2r2-1) = R

- surface libreP(r,z) = constante

r<R:pgz-1/2p wy?r2=cte =|z=1/2 (%

g) r* + z| (z, constante)parabole

r>R:pgz+12p w2 RYr2=cte = z=-1/2

(n2/g) RYrz + cte

Les deux équations se raccordentenr =R, {

'ou 32R?/g) (1 — R%/2r?) + 7

Lorsque r— o, z - (w2 R?/g) + 7 il se forme une dépression de profond

- gradient radial de pression

r<R:dP/dr=pw?r =pVv3r >0 dirigé ve
r>R: dP/dr=p w2 R¥r3=p v2/r >0 dirige ve

rs I'extérieur (eff€@oanda

rs I'extérieur (effé€oanda

eur op*=R?/g

- cas limite R- 0, rot(v) =0=v(r) = C /r pour tout r (C moment cinétique ciam)

pVvi2+P+pgz=cte

dP/dr =p C2/r*=p v3/r > 0O dirigé vers I'extérieur (effé€oanda
donne pour la surface libre z 52C2/ 2gr? (la depression est de profondeur infinie)



-Casouz=0
<R:w=w,;P=R+12pw?2r2 > P, (avec Bpressionenz=0etr30
r>R:w=0; P=RB+pw2R2(1-R/2r3) > R

lorsque r— o, P . P, =P, + p w2 R? (par exemple, c’est la pression atmosphérique)
<R:w=wy; | P=R+pw2R2(r?/2R2-1)< P
>R:w=0; | P=B-pw?RY2rz2 < B,

La depression maximale est ainsi égaled® = P, - P, = p w2 R?

Un phénoméne de cavitatigi = 0) survient si P= P, - p w,? R2 < 0 soit Siw,> (P, /pR?)}2

La force verticalevers le haut, exercée au centre du vortex denrRy(surfacatiR?) vaut:

R R
F=[(P,-P)2rdr=]p w2R2(1-r22R2) 2r dr =| YAP 1R2
0 0
A A o
e P |_caslmite R- 0

Cavitatign possible fmne quands 0
P, > 0 >

0 R r 0 r




9 - Mécanisme de vidange/siphon des tuyaux magmestisplaires

p v dv/ds =-dP/ds p g dz/ds| (€q. d’Euler seldh

- Si on néglige la pression, alors v2/2 + gz = cansfa

Vidange des « post flare loopgles eruptions solaires

gravité—> mise en mouvement (vidange >

- Lorsquep v = constante (écoulement compressible a
section S constante
d(P +p v?)/ds = -p g dz/ds

Si on néqlige la gravité, alors Po#2 = constante

Soit By +paVy2=F+pg Vg2 =R+ paVa Vg

Vg =V, +(Py- Pg)/(DIS) >V, siP,>Py P,>P, P

ou D = Sp, v,= Spg Vg débit massique o >

100 000 km
Surpressior?> mise en mouvement (siphp



Observations
satellite Hinode

JAXA/NASA

Instrument
SOT/BFI

Filtre Call H
396 nm, bande
passante 0.3 nm

Exemples d’écoulements lents
subsoniques (quelques km/s) de
matiere gazeuse a T=10000 K de type
Bernoulli (siphof dans les « tuyaux
magnétiques » des protubérances
solaires (hauteur typique 50 000 a
100 000 km) et des spiculgsts par
surpression juste au dessus du limbe
de hauteur 20000 km)



Exemples de mouvements de type

« Bernoulli » le long de « tuyaux
magnétiques » dans I'atmosphére
solaire, survenant régulierement a la
suite d’une instabilité éruptive

< Mécanismes de siphau de
vidange gravitationne(Ha, SVST-
La Palma) dans des boucles post
éruptives (« post flare loops »)

Mécanisme de vidange gravitationnel
(boucles post éruptives, satellite Solar
Dynamics Observatory, NASA, raie UV
Hélium ionisé a 30.4 nm); la matiére
froide condensée dans les « tuyaux
magneétiques » se vide au fur et a mesu
gue ceux ci S’élevent >




Evolution de boucles magnétiques solaires pendan
3 journées consécutives (T =K

Satellite SDO NASA, AIA, fer IX ionisé a 17.1 nm

Détail, mecanisme de siphalans les boucles




10 - Equation d’état du gaz

La pression cinétiqgue P due aux collisions dangama la température T comprenant N
particules par unité de volunest donnée par la loi des gaz parfaits:

P=NKT=nRT/V

P pression (Pa)

N densité volumique de particules-¢m
T tempeérature (Kelvin)

V volume du gaz (R)

R constante des gaz parfaits (R = 8.321m6le?)
k = RIN constante de Boltzman = 1.3820 K1 (N nombre d’Avogadro 6.02 %§)

n = NV/N nombre de moles de particules (1 molK particules)

Pour une masse m de gaz de masse molaire M (kig)reasse volumiguye= m/V (kg m3),

Onan=m/M=9pV/IM 2| P=pRT/M

Pour un plasma neutre d’hydrogene ionisé (proto@keetrons), P2p R T/ M

p, M = masse volumique, masse molaire de I'hydrodéhe, = 2 Nhydmgéng



11 - Milieu isentropique (adiabatique réversible)

Lorsqu'il n'y a pas d'échange de chaleur, pP=/ constante loi de Laplace

y est I'exposant adiabatique% C/C, = 5/3 pour un gaz monoatomique, rapport des casacit
calorifigues a pression et volume constants, 7/% pawaz diatomique).

Variations autour de la loi de Bernoulli pour unl@u compressible

p d(v3/2)/ds = - dP/ds p d(g z)/ds

s’'integre en milieu_isentropiqu/pY = P,/ p,Y = constante et donne

Yavz+ [yl (y—1)] (Pypy) (P/py) Y1+ g z =constante | avecy> 1

Ou encore “2v2+ h + gz =constante ou h est [&@pi massiqudu gaz parfait (J k9.

Remarque: en milieu isotherrRe/p = P,/ p, = constante; on obtient:

Yav2 + (R/py) In(p/py) + g z = constante  |oi de Navier




12 - La loi de conservation de I'énergie

Elle résulte du premier principe de la thermodymarai:

AU=W + Q (en Joules)

ou W désigne le travail des forces extérieures, doptdasion, efQ les échanges de chaleur

comptés positivement si recus par le systeme theéirnamique.
(rappel: dU =W + dQ oudW = - P dVpour le travail des forces de pression P lors d’'une

transformation quasi statique; dV = variation deuvnaoe elémentaire)

Appelons:

U I'énergie interne par unité de volume (Fm
et

H = U + P I'enthalpie par unité de volume (3)m

on montre que I'équation de conservation s’écritypaté de temps:

o(U + Y2p v3d)/ot + div[(H + Yap v3) vl = fv+pog/dt| (W nrd)

f désigne les forces volumiguastres que de pressiendg/dtla chaleur échangée par unité de
masse et de temps (Jkst). v est la vitesse du fluide, sa masse volumique.




p 0q/dt = —p2 R(T) —divF + autres termes... (W8

1) p2 R(T) est le taux de pertes par rayonnenfEnfonction R(T) est expérimentale, elle présente

un maximum autour de 1® et décroit en 1/T a haute température).

2) - div F est le taux de _conduction thermique de la chaleur

le flux de chaleuF est donné par la loi de FourierF = - k, gradT (W/m2)

k, conductivité thermique du milieu (pour le soleij}, &k, T>2 = 10 T2 W mrt K-1)

Si k, = constante, au repog £ 0), U =

(C chaleur massique en Jkg™)

=pCT -> équation de la chaleur p CoT/ot = k,,AT

Equation de conservation de I'énergie en présenderdes de pesanteur

Sif=pgavecg=-grad ¢, =9 z

potentiel de pesantdacal, on montre que:

oU+pd+¥%pviiot+divf(H+¥%pvi+pod)v]= pdg/dt | (W nrd)

En réegime stationnairééquation de conservation se réesume a:

divi(H+Y2pVv2+p ¢)v]= p dqg/dt

(W ns)




13 - Formulation de I'’énergie interne U et de I'ealpie H par unité de volume et de masse:

- pour un liguideU = H =p C T (C chaleur massique en J%gl)

-pour un gaz parfait = /M) C, T et H=U+P=@g/M)C, T  (IJm3) lois de Joule

M est la masse molaire du gaz; et C, sont les capacités calorifiques molaiggsression et
volume constant (J molé-1).

Avecy = CJ/C, (exposant adiabatique) et,€C, = R (constante des gaz parfaits),

C,=Rlfy—1) et G=Ry/(y—1)| (I mol&K-).

U et H par unité de voluméunité J nP) s’écrivent pour le gaz parfait:

U=E/MRT/y-1)=P/¢-1) e H=0M)RTy/(y-1)=Py/(y—-1) (J m?3)

Pour un gaz monoatomigue= 5/3 entraine U = 3/2(M) RT et H = 5/2 p/M) RT

et par_unité de masseu=U /p et h=H /o (unité J kg?) :

u=[1/¢-DIRTIM=F)/y-1) et h=/(y-DIRTIM=FP)v/(y-1)| kg’




Il — Ecoulement en régime stationnaire dans un tubéde courant de section S variable

1 — Ecoulement sans champ magnétique

Un tube de courant est tel que ses parois laté&algsdes lignes du champ des vitesses

En régime stationnaiy@veco/ot = O:

Conservation de la masse:

div(pv) =0

Conservation de I'énergie:

div[(H+ %pVv2+pgz)v]= pog/dt

Flux nul sur parois latéraled$ | V)

abscisse s v s + ds
section S(s) S(s+ds)
deébit [pvS](s) [pvS](s+ds)

sortant

flu
T ™, 4s

“SURFACE
DU SOLEIL

300 000 km

On montre (théoréme d’Ostrogradski daiwg due:

div F = (1/S) &(F S)bs

s abscisse curvilign&,(s) champ colinéaire \¥s),

ble

pour un tube de courant de section S(s) varia




div F = (1/S) o(F S)Ps en supposant le diametre du tube petit devawinggéur:

2| A(pvS)=0 (conservation du débit en kg)s

A désigne la variation entre I'entrée et la sorti¢éuthe le long d’une ligne de courant

L’équation d’énergie se transforme sachantgues = constantavec h enthalpie et g chaleur
échangée par unité de magdg/dt = vég/ds):

2>IA(h+%v2+gz)=q (Jkg

Cette equation massigaenéralise I'équation de Bernoulliour les fluidegompressibles

Pour une transformation adiabatigge= O.

Rappel: pour un gaz parfait h= [y/(y—1)]RT/IM =}/ (y—1)] Pp

Si le fluide est incompressiblay =Au (1¢" principe) et on retrouve I'équation de Bernoulli:

A(P+¥pv2+pgz)=0 (car h-u=mR)Y

En présence de champ magnétique, I'équation de Elagw B = O ajouterait:l A(BS)=0
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Champ magnétique longitudinal
deduit de I'écartement Zeeman
sur les spectres en polarisation

circulaire droiteetcirculaire
gauchgraies du Fer a 630.15 et
630.25 nm)

Polarités Nord en blanc et Sud en
noir



2 — Action de la force de Laplace en présence denplrmagnétique; equilibre transversal

Force de Laplace volumiqué:=j A B ouj =rot B / py, | (Maxwell Ampere en ARQS)

] \ B =B.grad B/p,—grad(B%/2u,)

Equation du mouvement stationnairep v.grad v = - grad(P+B2/44,) + pg+ B.grad(B/u,)
force de pression force de tension
B2/2u, pression magnétiqygPa) gazeuze + magnétique magnétique

- Pour un écoulement longitudingarallele aux :Iignes de champ magnétique), ereption
dans la directiom du champ magnétiquée fluide! glisse le long de "tuyaux magnétidues |

p grad,(v¥/2)=-grad,P -p grad, (g z) <
- le champ magnétique n’intervient pas !

Pour un fluide incompressible, c’est |la loi de Beriti |pv2/2 + P +p g z = constante

- En projection dans la directionorthogonale au champ magnétique

(pVv2-BZu)/R n = - grad(P + B2/2,) - p grady(g z) <!
force centrifuge — tension magnétique

Si R (rayon de courbure} «: grady(P + B%/3u,) + p gradi(g z) =0




Pour un fluide incompressihleP + B2/1,+ p g Z = constants loi de I'équilibre transvérsa

A l'interface tube/milieu extérieur| [ P + B2/24,],,.= [ P + B¥21,].,|(Pa) >
exterieur

Plasmag

Ce parametre est le rappos = P / (B%/31,) | (nombre sans dimension)

Si3 >1, les forces de pressiagominent ; s <1, les forces magnetiquesminent.

Exemple de I'atmosphere solaire

B varie selon les structures et l'altitude (couches).

- dans la photosphere calm@>>1 car P=10Pa et B=10T
- dans la chromosphere calmé~ 1 car P=1Pa et B=30
-dans la couronn@g << 1 car P=106Pa et B=18T

- dans les taches (champ fort de l'ordre de 0.1 A0 R<< 1.

Pour les taches, la condition d’équilibre latesdl & + B2/2u,].....= [ P Ly

ce qui donne unge limite supériewa champ magnétique des taches: Bg 2,,] /2
soit0.25 Tenviron.




Extreme Ultra Violet (satellite
TRACE/NASA): des phénomene
complexes et hautement
dynamiques avec écoulements
confinés dans des tubes de cha
magneétique en évolution

2002-Apr-21 ||
00:43:09 |]



lIl - Equation de diffusion et d’advection du champ magnétique

La densité de courant en ARQS est donnée ‘pa’r:B = Mo

et par laloi d’Ohm |j =y (E + v/ B) | ouy est la conductivité du plasma (S)n

A l'aide de I'égquation de Maxwell Faraday, si landactivitey est uniformeon obtient I
équation de diffusion et d’advection du champ méguoe:

AB/p,y+ rot (vAB) =0oBl/ot

Dans une atmospheére stellaiyey'est pas uniforme et varie avecyTH8 104 T32S m?) !

- dans un milieu de conductivité infiniot (v A B) =0B/ot | est une équation d’advectidn
champ magnétique qui evolue sur I’échelle de tetypsimique

t=L/N | (L dimension caractéristique)

- dans un milieu au repg®\B / p,y =0B/ot | est une équation de diffusion pake evolue sur
I'échelle de_temps diffusifplus Tongue):

1,=L2p,y | (L dimension caracteristique)




1 - Echelles de temps caractéristiques pour I'atmesplsolaire

v ~ 13 S m! dans la photosphere solaire {K)
v~ 10° S mta 10K dans la couronne

temps caractéristiquegett dans les structures solaires:

- structures photosphériquess:= 10* km, v =1 km/s ;= 10"s, 7= 10's
- structures coronaled. = 1> km, v =100 km/s ;= 10'°s,t= 1¢¥s

Aux echelles observableg>> t; la diffusion du champ magneétique est donc inaffec Il existe
une échelle de temps intermédiaire, celle de hini§ité de déchirememtans une région de

champ magnétique anti parallele ou nappe de cqugaati’on rencontre dans les éruptions
solaires. La constante de temps est :

T, = (14 1)"? =1 (R)Y? | avec:

terme advectifipt(v A B)|| , .
R,=t14/t=LyyyVv|= = nombre de Reynolds magnetique
terme diffusif |\B /UOYH

Dans la couronne solaire, R 10'3; dans la photosphere, R 107

R, = 1 seulement aux tres petites échelles spafijalds I'ordre du m).




B
' Nappe de courant
4= = =

A A Yo Région de lignes de champ magnétique anti

L. PCES
nappe |PXarkrzrzzzzZya=Xaanzz7 377 72 Fih= K N . SURTF 1y 2
pre Pl paralleles propices a l'instabilite de

= = 'lﬁ déchirement (satellites TRACE et SOHO/MDI)

*ﬁ-'

PV e & PointX B = 0)
'__.i;;_nzfombx site diffusif B=0)

= Feuillet netre ei: illet t
euillet neutre




1

~ < X neutral point

1

Nappe de courant = région de lignes de
champ magnétique anti paralleles (satelfite
EUV TRACE, NASA)

Formation tres simplifiée d’une nappe
courant par émergence quasi statique d’'un

courant électrique dans un champ magnétique

horizontal orienté initialement vers la gauche
ou vers la droite.
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2 - Reconnexion magnétique

Une diffusion efficace ne se développe qu’'aux estichellesau voisinage d’'un poirX
d’annihilationdes champs magnétiques dans une nappe de conearSdn épaisseudépend
des mouvements de convergedeevitesse y (1 km/s) vers le point diffusik (rougg.

= Ppyy=t1=11/v,
La partie hachurée est purement
diffusive, d’épaisseur

= (4o y Vo)t (= metre)

dans laquelle le nombre de Reynolds
magnétique est voisin de 1

La matiere est éjectée du site diffusif a la vitesgdfven Ve = By, p)t2
(fourchette: 10 a 1000 km/s)

La longueur Lde la région diffusive est donnee par la conservat®fa masse|: L\ 1v,,

Soit L= | (v,,./v,) >>1 (fourchette: 10 m a 1 km, inobservable lpartélescopes)

out
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VYout
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I

N\

o A
s

Veo
\% Reconnexion magnétique dans les structures
out

solaires: le poinkK (inobservable) est un site

v

efficace de diffusion magnétique 8us’annule
(satellite EUV TRACE, NASA)

2004-Feb-19 {2004-Feb-19]
; | 02:38:11 |

13:50:12
dt = 367.5




Reconnexion magnétique observée
en ultra violet au dessus d’'une
région active solaire eruptive

(température 1K) par le satellite

Solar Dynamics Observatory de la

NASA; instrument EUV — AIA 13.1
nm — FeVIll et FeXXI hautement
jonisé

Site de reconnexion
magneétique, point X
d’annihilation du




IV — Ondes acoustiques et ondes magnétiques

1 - Ondes de pression longitudinal@d/ k)

On dispose des equations de base en négligeamvidecet la force magnétique:
{p [ ov/ot +v.grad(v) ] =-grad P Euler

oplot + div(pv) =0 conservation de la masse

Le milieu est initialement au repos de pressigatfnasse volumiqueg, uniformes, on se place
dans I'hypothése de petits mouvements de vitegsdong de I'axe des x :

P, OViot = -0P,/ox ou P =P+ P, (P, surpression)p = p, + p, (p, surdensite)
op,/ot + pyoviox =0

Dans un milieu adiabatiqueP /p¥ = constante d'ou: P P,=y p,/p,. €t on obtient:

o2vlox? = (py v Py) c2viot? | équation de d’Alembert de propagation d'une oueleelérite:

C.= (y Pypy)t2 = (y RT/M)¥2 | proportionnel a ¥2(M masse molaire)

Fourchette 10 km/s (photosphere) a 150 km/s (couronne) datradsphere solaire



2 - Ondes magnétiques d’Alfven transvers&les k)

On dispose des equations de base, dans lesquelt&gbge |la gravité et la pression:

[ oplot + div(pv) =0 conservation de la masse
p[ovict+v.grad(v)]= ] AB Euler (force de Laplace)
j=rotB/ y, Maxwell Ampere en ARQS

_rot (v A B) =dBJot Advection ou Maxwell Faraday en conductivité

infiniej/y=E+vAB-0dou E=-vAB

On se place dans I'hypothese d’'une propagationd#@ans la direction
du champ magnétique uniforndg = B, e, (k // B,); le milieu est supposé °
incompressiblép = p,= constante> divv = 0-> v k). La perturbation
B, =B, e, du champ magnétique est transverse et opposee a

OVIOX? = (gpy/B2) PAVIAE2 v .

éguation de propagation de d’Alembert a la célerité X \4:)

v, =B,/ (MyPy)Y? | proportionnel au champ magnétique

appelée vitesse d’Alfven, de I'ordre de 100 a 100@skaians la couronne solaire.



3 - Ondes sonores et ondes magnétiques d’Alfvenspat de I'énergie

- Vecteur de Poynting des ondes sonofks: P, v ou P, est la_surpressiofi® = R+ P,, P,<<P,)

dvIlI +  O(%2p,vi+Y¥eyP2lot = O ou | P=yP,V/C,
densité d’énergie cinétique + potentielle

Il y a equipartition entre énergie cinétique etgmbielle_instantanée

x = 1y Py = 1/, C.) est la compressibilité isentropiqued - (1/V) dV/oP = (1p) dp/dP]

IT=pyv2 C= (E+E)) C,est la puissance transportee par I'onde sonore em\y/

- Vecteur de Poynting des ondes d’Alfvdih= (E A B,)/h, = (B,#/y) v, €,

ou B,%/y, est la_surpression magneétigide= B,+B,, B;<<B,) et E=-vAB,

dvIlI + O(%p,v2+¥%B2y)ot = 0 ou| B=-Byviv,
densité d’énergie cinétique + magnétique

Il y a équipartition entre énergie cinétique et m&tgjue_instantanée

IT=p,Vv2Vv,= (E+E,) v, est la puissance transportée par I'onde d’Alfvefenr?




Exemple 1. ondes acoustiquis 300 s de période dans I'atmopshere solaire wtans
champ de 1’ x 1’ (au centre du disque dont le diamest de 32’). Observations

satellite Hinode JAXA/NASA, instrument NFI, raielF&7.6 nm, pas temporel 30s.
bleu: mouvements montartsouge: descendantpoints blancs: ondes progressives

Exemple 2: ondes d’Alfven
magneétiques dans une tache
(champ magnétique fort),
satellite IRIS/NASA, Slit Jaw
Mgll 283.2 nm en Ultra Violet

e -




4 - Ondes sonores longitudinales dans les soljdésk)

C2=1/¢p) |ouyestla compressibilité isentropiqued - (1/V) aV/dP]

Pour un solide, on a la loi de Hooke = contrainte = EAl/l) = - AP (Pa)

E module d’Young ou module d’élasticitiea)
A section S constante, V=S AV = SAl douy=-Al/ (1 AP) =| 1/E

> |C.= (Ep)v2

Exemplesacier E =2 18 Pa - C,= 5000 m/s
eau E=110Pa -> C,=1400m/s
air E=1.419Pa > C ;=330 m/s |

Al

5 - Ondes magnéto sonores longitudingles k)

oplot + div(pv) =0 conservation de la masse

p[ovict+v.grad(v)]=-grad P +) AB Euler (force de Laplace + pression)

j=rotB/ y, Maxwell Ampere en ARQS

rot (v A B) =0oB/ot Maxwell Faraday en conductivité infinie
jly=E+vAB-0 dou E=-vAB

milieu adiabatique P /pY = constante




Ondes en &k dans un champ de

pression et densit§ Pp, uniformes et
dans un champ magnétique uniforBye 4 B,
de perturbatiof8,. On pose:

A
P=R+P,, P, surpression B,
P=pyt+pP; P,Surdensite y
: - Kk
B=B,+B,, B, perturbation magnetique g
X

Pour les petits mouvemerds ler ordre:

op,/ot + pdiv(v) =0 conservation de la masse

poovict=-grad P, +] A B, Euler (force de Laplace + pression)

j=rotB,/y, Maxwell Ampere en ARQS

rot (v A B, =0B,/ct Equation d’advection (conductivité infinie)

E=-vAB,
et milieu_adiabatigue P /p¥ = constante soit,H P, =y (p,/ py)

Tous calculs faits, on obtient la relation de disfm | w= (C2 + v 212k

Onde_magnéto sonorapide de célérité (€+ v.2)12 | ou

v, = B,/ (Mop)Y? vitesse d’Alfven et C= (y Py/p,)*/? vitesse du son



6 - Ondes de gravité transversales dans un liqvdg_k) —la houle

en eau profonde:  w= (g k)2
en eau peu profondew= k (g h}2 ou h est la profondeur A
Pour une période T donnéevec T = Hwet k = 27A Eau profonde g T?/12

- en eau profonde: A =g T? 2t

Plage T (g hy?
- en eau peu profondeA = T (g h}#2 ou h est la profondeur
—> déferlement des vagues sur la plage 0
7 - cavité résonante 1D et modes d’ondes stationgaire
Posons v(x,t) = A éw-kx) + B giwt+kx)
Dans une cavité, v(0,t) = v(L,t) =0
Cavité avec

Alors A+ B=0etAekt + Bekt =
v(0,t) = v(L,t) =0

D’ou sin(kL) = 0 et k = it/ L, n entier

w=Cs k=nnCs /L, mode donde stationnaite 0 L




Exemple: cavité resonante constituée par le sabdisérvations doppler Hinode/NFI)
et modes d’ondes stationnaires

On observe desiodes discretde vibration

w= (g k}2donne lemode fondamental

spatial frequen igma ::I —temporal frequency {: al¥ :] diagram
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V - Chocs hydrodynamiques : relations de Rankine Hugaot

Un choc est une discontinuité de vitesse, températiensité et pression. En amont, le nombre
de MachM, (rapport de la vitesse du fluide a la vitesse dy sstsupeérieur a ['unit&Jn choc
engendre une compression du plasma en aval. AppeloR,, p, les vitesse, pression, masse
volumique en amont du choc, gt ¥,, p, les vitesse, pression, masse volumique en avahaoiti ¢
En régime stationnaire pour un gaz parfait d’exppadiabatique:

>

M>1 p,v,P;|p,Vv,P, M<1
supersoniqué subsonique

conservation du debit massique; v, = p, V,

équation du mouvement (Eulepy; v2+ P, =p,Vv,2+ P,

conservation de I'energie massigoe:+ %2v,2=h, + ¥%2v,2 ouh =[y /(y —1)] P/p (enthalpie)

VIV, =p,lp, = (y+1) M2/ [2 + M2(y-1)] > 1 - compression 1 p,/p; < (y+1)/(y-1)
P/P,=[2yM32-(y-1)]/ (y+1)>1 - compression 1 <jP, <[
M2=[Mz2@-1)+2]/[2yM?2-(y-1) ] <1 avec M, = v,/C,< 1

T,JT,= (PJP) ! (0o, > 1 (chauffage) avec M =v,/C,> 1




RHOZ/RHD1 = V1/v2
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Exemple d’onde de choc hydrodynamique: I'onde decae Moreton declenchée par
une éruption solaire tres énergétique balaie asemdu soleil en seulement 5
minutes (déplacement a pres de 1000 km/s)

Dans la
chromosphere a
8000 K, raie H
de 'hydrogéne,
656.3 nm,
Meudon

Dans la couronne a 1.280
K, Fer Xll ionisé, 19.5 nm

SOHO/EIT ESA/NASA>
< SDO/AIA NASA

16-—Feb—2011 011 7:55



Application: chauffage de I'atmosphere solaire

I,=pVv2C,
IL,=pVv2v,

puissance transportée par les ondes sonar2300 W/m2)

puissance transportée par les ondes magnétiques

- I /T1,= B2 avecp >> 1 dans la photosphére calrfies<1 dans les taches (B fort)
- dominance du transport acoustique (période 30ars3 tk soleil calme

pvarie en é/h p v = constante> v varie en &, augmente en altitude !
-> formation de chocs dissipant I'eénergie lorsque@_gans la chromosphere
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VI - Exemple d'écoulement transsonique: le vent soiee (solution de Parker)

Le vent solaire est constitué de particules (prqtélestrons) qui s'échappent du soleil vers le
milieu interplanétaire. Les équations en régimaataaire, en négligeant la force magnétique,

sont:

div(pv) =
pv.grad(v) =-gradP+pg

En coordonnées sphériquagec écoulement radial :

> p v = constante :0? Po Vo
pvdv/dr =-dP/dr p GM4/r?

On obtient pour un milieu isotherné = 2p RT/M):

Solution satisfaisante

al<

pas phyanue
S Jamais nul ¢ supersonique

=== =D 22 77 12N

| subsonique

partout subsonlque

dv/dr (V — QZ/V) =2 %Z/I' - (V|2/2) (rO/rZ)

ou ¢ = (2 RT/M)M2=150 km/s est la vitesse isotherme du @dmasse molaire du proton)
et v = (2 GMJry)12= 600 km/s est la vitesse de libérat{df, r, masse et rayon du soleil)

L’écoulement devient transsonique qua

nd yaa=1r="%r(v/c)?

soit 4 f environ

A grande distance du soleil, on a la solution adgtiquecar v dv/dr = 2 ¢/r, d’ou:

v =2¢[In(r/ry) ]2

qui donne 400 km/s a l'orbite terrestre.



Ecoulements a grande distance

Certains phénomeénes solaires sont
tres dynamiques et alimentent le
milieu interplanétaire

le vent solaire permanecnstitué de
protons, noyaux et électrons (400
km/s a la Terre, écoulement de Parks
transsonique) -

les éjections de masse coronale lors |

des instabilités magnétiques (ci C3 2000/04/01 00:18

dessous) s’y ajoutent - g _
| SOHO LASCO et Observatoire de Meudon
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