Eléments d’analyse vectorielle
(lesvecteurssont en caracterggas)

Ci dessous, f (x,y,z) désigne un champ scalaiest ane fonction des variables (X, y, z).
A (Ax Ay, Ay), B (By, By, B,) etC (Cy, C,, C,) désignent des champs vectoriels, chaque composant
est un champ scalaire dépendant des variableslgsatx, y, z).

1 - Rappels sur les vecteurs

- le produit scalaire de deux vecteurs est un nenplositif ou négatif
A.B = A« By + Ay By + A, B, = |A|| |B]| cos(A,B)

Le produit scalaire de deux vecteurs orthogonatirds
[AIZ=A2=AA = A2+ A2+ A2

- le produit vectoriel de deux vecteurs est un vecteu
A/\B: (Asz'Asz,Asz'Asz, Ax By'AyBx)
A A\ B est un vecteur orthogonal a la foig\ &t aB

IIA A BII= Al [BI] Isin(A,B)]

Le produit vectoriel de deux vecteurs colinéragstsnul.
[IA A B|| représente l'airdu parallélogramme généré pgarB

Régle des doigts de la main droife= pouce; B =index ;A A B = majeur

- le produit mixte de trois vecteurs est un nombre
A.BAC)=C.(AAB)=B.(CAA) est invariant par permutation circulaire
|A.(B A C)| représente le volumdu prisme droit généré pAr B, C

Deés que deux vecteurs sont colénéaires, le prodyie est nul.

- le double produit vectoriel de trois vecteurs @stvecteur

AANBAC)=(A.C)B -(A.B)C

n'a pas de composante supuisqu'il lui est orthogonal

2- Dérivées partielles, différentielle d'une fooati

Soit f(x,y,z) une fonction des variables spatialeg, z

of/ox est la dérivée de la fonction par rapport a x@msidérant y et z comme des constantes
of/ oy est la dérivée de la fonction par rapport a g@msidérant x et z comme des constantes
of/ 0z est la dérivée de la fonction par rapport a zarsidérant X et y comme des constantes

df = of/ox dx + 0f/dy dy +01/0z dz est la différentielle de f(x,y,z); elle représente les variations de
f(x,y,z) lorsque x varie de x a x+dx, y de y a yedy de z a z+dz

3 - les opérateurs

lls agissent soit sur des champs scalaires, sogtesichamps vectoriels. En coordonnées
cartésiennes, on définit:

- L'opérateur wmabla»: 0= (0/0x, dloy, 0/oz)

- L'opérateurgradient grad f =0 f = (6f/ox, of/ oy, ofl 0z)



Remarquedf = gradf . dOM avecdOM (dx, dy, dz)
- L'opérateudivergence divA =0. A =0A/0x + 0A,/loy + 0AJoz  (produit scalaire d& etA)
- L'opérateurotationnel rot A=0A A (produit vectoriel d&] etdeA) tel que:

rot A = (0A oy - 0Ayloz
an/aZ - aAz/aX y
OA/OX - OALI0Y )

Remarques:
Le gradient s'applique a un champ scalaire etdeltat est un champ vectoriel
La divergence s'appliqgue a un champ vectorild sisultat est un champ scalaire
Le rotationnel s'applique & un champ vectoridé eésultat est un champ vectoriel

- Quelques formules trés utiles

rot(gradf) =OA (Of) =0 le rotationnel d'un gradient est nul
div(rotA) =0O.(OANA)=0 la divergence d'un rotationnel est nulle

div(f A) = f divA +gradf . A

rot(f A) = frotA +gradf A A
Cas particulier: si A est un vecteur fixe ipdédant des coordonnées de l'espace:
div(fA) =gradf . A
rot(f A) =gradf A A

div(A A B) =B rotA — ArotB
grad (A%/2) = A A rotA + (A.grad)A
rot(rotA) = grad(divA) - AA
- Le Laplacienscalaireest défini paif = 02 f = §2f/ox2 + 62f/6y? + 62622 = div(grad f)
- Le Laplacien_vectoriekestdéfini parAA = grad(divA) - rot(rotA)
En cartésiennes, on peut éciive = (AA,, AAy, AA;) ouA est le Laplacien scalaire; ce n'est pas

vrai dans les autres systemes de coordonnéasdfiglies et sphériques).
Le Laplacien s'applique a un champ scalaire atoviel et le résultat est de méme nature

4 - systemes de coordonnées

- Coordonnées cylindriqued(r, 0, z), triedre mobiled, &, &)

OM=rg +zg,
gradf =[ of/or, (1/r) ofl 08, ofloz | 2 SNV
divA = (1/r)o(rAy)lor + (1/r) 0Ae/08 + 0A 0z r>0 e
rotA = [ (1/r) 0A,100 - 0Awl0zZ 0<0<2r "y
0A/0z - 0A or , o
@/r)d(rAg)lor - 0A(106) ] X €
Af = (2/r) o(roflon)lor + (1/r2) 621062 + 6%f/0z? e



- Coordonnées polairgd(r, 0) planes, repére mobile ( &)

Ce sont les coordonnées cylindriques sans la 8@mansion z €
&
OM=rg Y
gradf =[ of/or, (1/r)of/o0 ] r>0 r M
divA = (1/r) o(rAy)lor + (1/r) 0A/08 0<6<2r A
rotA = (1/r) E(rAq)/or - 0A/00) e, » X

Af = (2/r) o(roflor)lor + (1/r2) 631062
- Coordonnées sphériques(r, 0, ¢), triedre mobile &, &, &)

OM=reg €, [ plan xOy)
gradf =[ of/or, (1/r) of/ 08, (1/rsird) of/og |
divA = (1/r2)o(r?A)/or + (1/rsird) o(SinbAg)/o0 + (1/rsird) 0A /0
rotA = [ (1/rsird) (O(SiNBA,)/08 - OA0e) ,

(1/rsi®) oA Jop - (1Ir) Oo(rA,)lor ,

@/ &(rAg)lor - 0A106) ]

Af = (1/r) e3(rf)lorz + (L/r2sir) o(sind of/00)/00 + (1/r2sin®) 62f/op?
5 - circulation et flux d'un champ vectoriel

- Circulation d'un champ vectoridl sur un contour
c'est l'intégrale curviligneA . dl
oudl désigne un élément de contodr ésttangentau contour en tout point). L'intégrale
curviligne s'évalue entre un point de départ éngboint d'arrivée Q.
Q
Si le contour est fermé@lors P = Q et dl
le signd est barré d'un rond et la circulation s'écrit:
A

@A.dl P

Un champ vectorieh dont la circulation est nulle sur tout contoumniérest dit a circulation
conservativeC'est toujours vrai g\ est un champ défini pdr = gradf ou f est une fonction
"potentiel" (exemple: champ de pesanteur, chaengravitation, champ électrostatique).

- Flux d'un champ vectoriél sur une surface
c'est l'intégrale surfaciqleA . dS
oudSdésigne un élément de surface (le vecti&s n dS est normal en tout point de la surface).
Une surface qui entoure un volume est ferneeecteuidS est orienté vers l'extérieur
Une surface qui s'appuie sur un contour ferméwatrte dS est orienté par le contour.

ds
ds ds
volume V cloy
Surface ouvertappuyée sur un contour Surface feremdourant un volume fini



Une surface ouverte appuyée sur un contour or{exEmple: un disque délimité par la
circonférence d'un cercle) s'oriente a la'de dedé& des doigts de la lain droite:

pouceen M le long duContowr C ds

index = MO, vise le centre O @&
majeur= vecteur surface dS

M

Si la surface est fermgalors le signéf est barré d'un rond et le flux au travers s'écrit:

A . ds

Un champ vectorieh dont le flux est nul sur toute surface ferneéourant un volume
quelconque est dit_a flux conservgkemple: champ magnétique).

6 - Théoréme de Stokes

Formule de Stokesu du rotationnel: | A . dl =[] rotA . dS
La circulation du champ vectorigl sur un contour fermé est égale au flux de son rotationnel a

travers n'importe quelle surfages’appuyant sur ce contour fermé.

surfoce S hachurte appuyée

Vue de profil suar C ef orientte poar C
rot A
A
4 » vecteur surface
fermé dS =ndS

(n normale a la surface hachurée)

On choisit une orientation arbitraire du cont@ur

Le vecteur surfac8 est alors orienté p&? selon la régle des doigts de la mdinite: pouce sur le
contour dans le sens choisi, l'index vise leree@t le majeur indique le vectesir

On peut aussi utiliser la regle du bonhomme d'&mpcouché sur le contodr dans le sen choisi,
il regarde le centre O, son bras gauche indigwetteusS.

7 - Théoréme d'Ostrogradski

Formule d’Ostrogradskiou « flux divergence »: [ A . dS =[] divA dv
Le flux du champ vectoriél a travers une surface ferneest égal a I'intégrale de s

D

divergence sur le volume intériedrdélimité par cette surface.




surfoce S fermée
enfouront V

dS

ds
vecteur surface orienté vers l'extérieur
dS = ndS

(n normale a la surface)

Exemple simple:
prenonsA(X,y,z) = xe +ye + zg
Alors divA =3

D'aprés le théoréme d'Ostrogradgki . dS =[[] divA dv = 3V
Le volumeV intérieur a toute surface_S fermgtequelconque est tout simplement donné par:

v=13[]A.dS
Si la surface S fermée est composée de facdttess) le calcul de cette intégrale est aisé.

8 - Lignes de champ

Si A est un champ vectoriel, I'équation des lignesh@denp est donnée pAr=kdOM (k réel),
dOM étant un élément tangent a la ligne de champ.mMineeles équations différentielles par
élimination de k:

coordonnées cartésiennes: dx/Ady / A,=dz / A avecdOM (dx, dy, dz)
coordonnées cylindriques: dr fArd /Ag=dz/ A avecdOM (dr, rdb, dz)
coordonnées sphériques: dr/A d /Ay =rsird de /A, avecdOM (dr, rd, r sird do)

A est tangent en tout point a la ligne de champ.

9 - Lignes ou surfaces équipotentielles

Si A est un champ vectoriel tel gde=grad V ou V est une fonction "potentiel”, I'équatiorsde
lignes ou surfaces équipotentielles est donnée par:

dV =0 =gradV . dOM =A.dOM

impliquant que les lignes ou surfaces équipotdatedont orthogonales aux lignes de champ

Leur équation est donnée par V(X, y, z) = constaniedéfinit une surface.

En deux dimensions dans le plan xOy, V(x, y) = tam définit une ligne équipotentielle.



10 - Annexel: quelques constantes fondamentalesnseiles en physique

Unités fondamentales: metre, kg, seconde, AmpeskjK(les autres unités s'y ramenent)
C = 3 16 m/s vitesse de la lumiére dans le vide

e = 1.6 10° C charge de I'électron

me = 9.1 10** kg masse de I'électron

m, = 1.67 10° kg masse du proton

h =6.62 10* constante de Planck

k = 1.38 10 constante de Boltzmann
N = 6.02 16° nombre d'Avogadro

R =8.32 J K mole’ constante des gaz parfaits
Ry = 13.6 eV constante de Rydberg

1o = 47 107 perméabilité magnétique du vide
G = 6.67 10" constante gravitationnelle

1/(4neg) =910 permittivité du vide

11 - Annexe2: quelques constantes spécifiqueslail so

Ms=2 10°kg masse solaire

Rs = 696000 km rayon solaire

0s = 275 m/s2 accélération de la pesanteur a laseigolaire = G M R2

L = 3.86 13° W luminosité solaire (luminosité d’1 m2 de surfaée3 1d W)

1 UA = 149600000 km distance moyenne Terre/Solell

V| =620 km/s vitesse de libération

Te = 5800 K température effective

Composition : H 92.1% et He 7.8%, autres élémedis( N, Fe, Mg, Ca...) en trace (0.1%)

Rotation : 26 jours a I'équateur, 31 jours aux pdiaclinaison de 6° sur I'écliptique



