
premier mod•le fondamental des rŽsonances!
(approximation linŽaire)!
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non perturbŽ! perturbŽ!
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E(m)(α).cos(ΨL ) + ...
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Ures = e ⋅ εs ⋅ (asns)
2A(m )(α).cos(ΨL ) où εs =

ms
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NB. A(m )(α) ≈ 0.8m pour |m | grand

combinaison de coefÞcients de Laplace en !

!  

" L = (m+1)#s $ m# $ %o•:! (angle critique de rŽsonance!
de Lindblad)!
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posons:!
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h = e⋅ cos(ΨL )
k = e⋅ sin(ΨL )
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que nous appelerons  vecteur excentricité!
!
question: quel est l'effet de la rŽsonance sur (h,k)?!
!
pr•s d'une rŽsonance:!
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˙ Ψ L = (m +1)ns −mn − ˙ ϖ ≈ 0

!  

" n = (m +1)ns #mn # ˙ $  %(m +1)ns #mn
soit:!

la distance ˆ la rŽsonance exacte!



Alors,  en l'absence de perturbation rŽsonante, e = cste et::!
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on suppose (esp•re) que pr•s d'une rŽsonance, seul le terme!
rŽsonant est importantÉ!
!
diffŽrentes mŽthodes, dont le formalisme hamiltonien.!
!
!
!
!
!
petit rappel sur la formalisme hamiltonien "  É!
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˙ p = ∂H
∂q

˙ q = −∂H
∂p

Hamiltonien H (p;q) dŽpendant de deux variables p et q dites!
"conjuguŽes"!

exemples: !
!
p = x (position); q = mv (impulsion) et H  = U(x) + p2/2m (Žnergie!
mŽcanique totale du syst•me)!
!
p = "  (angle) ; q = mr2 d" /dt  (moment cinŽtique, ou action) et!
H  = U(" )+ J2/2mr2 (Žnergie mŽcanique totale du syst•me)!
!
!



si H (p;q) ne dŽpend que d'une variable p et sa conjuguŽe q: !
syst•me ˆ un degrŽ de libertŽ!
!
en gŽnŽral, n degrŽs de libertŽ: H (p1, p2,… pn; q1, q2,… qn)!
!
si H (p;q)  ne dŽpend pas explicitement du temps: syst•me!
hamiltonien autonome, alors H = cste (conservation de l'Žnergie)!
!
sinon: H (p;q,t),  l'Žnergie n'est pas conservŽe au cours du temps !



H (x,y,z;vx,vy,vz),  ou mieux, H (a,e,i;M,# ,$ ) et en notant µ = GM  !
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L = µa ↔ M
G = µa(1− e2) ↔ ω

H = µa(1− e2) cos(i) ↔ Ω

variables d'action! variables d'angle!

variables de Delaunay!
avec µ=GM, M masse centrale 

NB. si A est une variable d’action et % est une variable d’angle, alors!
les Žquations du mouvement par le hamiltonien H (A;%) sont:!
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X = 2A ⋅ cos(φ)

Y = 2A ⋅ sin(φ)

exercice: montrer que si A et % sont des variables action-angle!
conjuguŽes, alors X  et Y:!

sont aussi des variables conjuguŽes, avec:!
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˙ X = −
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˙ Y = +
∂H
∂X
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par le m•me hamiltonien H (X;Y), o• A et % sont substituŽs par!
leur valeurs en X  et Y dans H (A; %) !



ici, en prenant: ! comme hamiltonien du syst•me!

!  

H = "
µ2

2L2
alors:!
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n = ú M = +
" H
" L

=
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a3/ 2
et:!
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n2a3 = GMsoit:! on retrouve bien la 3•me loi de Kepler,!
tant mieuxÉ!

!  

H = "
µ
2a

H 

H 



et aussi:!
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!  

" = µa # $ = M + %

& = µa 1 ' 1 ' e2( ) # ' %

( = µa(1 ' e2) 1 ' cos(i)[ ] # ' )

NB. il existe d’autres variables action-angle possibles, par exemple, les!
variables de Poincaré:!

qui peuvent •tre mieux adaptŽes  au probl•me, en particulier si "
e et i sont petits!
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Us = ...+ e⋅ εs ⋅m(asns)
2 A(m)(α) ⋅ cos(ΨL ) + ...

€ 

ΨL = (m +1)λs −mλ −ϖo•:! (angle critique de rŽsonance!
de Lindblad)!

on l'isole!

Energie totale: E = K + U + Us, soit: !

!  

H = "
Gm
2a

" ...+ e#$s #m(asns)
2 A(m)(%)#cos(&L ) + ...H 

pour revenir ˆ notre probl•me, le potentiel perturbateur du !
satellite vaut:!
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L = µa ↔ M

G = µa(1−e2) ↔ ϖ

Λ ↔ λs
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H = −
µ2

2L2
+ e ⋅ εs ⋅m(asns)

2A(m )(α) ⋅ cos(ΨL )+ ns ⋅ ΛH 

NB. ce hamiltonien dŽpend maintenant du temps, via ' s
 = ns.t!

les variables suivantes sont alors conjuguŽes:!

et:!

mais L, G, (  sont peu adaptŽs ˆ notre probl•me car H ne 
dŽpend que ) L!
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Js = (m +1)L +
(ns −mκ s)G + nsΛ

κ s

↔ Ψs = λs − λ

JL = L −G ↔ ΨL = (m +1)λs −mλ −ϖ

Jc = ns
G + Λ
mκ s

↔ Ψc = (m +1)λs −mλ −ϖ s

on peut montrer que les variables suivantes sont aussi conjuguŽes pour H  :!

comme H ne dŽpend pas de ) s et ) c, Js et Jc sont  constants et seuls!
JL et ) L varient, ou de mani•re Žquivalente: !
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X = 2JL ⋅ cos(ΨL ) ≈ Le⋅ cos(ΨL ) = L ⋅ h

Y = 2JL ⋅ sin(ΨL ) ≈ Le⋅ sin(ΨL ) = L ⋅ k
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ú h = 0
ú k = +nsA

(m)εs ≈ 0.8mns ⋅ εs

% 
& 
' pour |m|  grand!

soit:!

et:!

effet de la rŽsonance (au 1er!
ordre en e)!
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˙ h = " #n$k
˙ k = +#n$h + 0.8mns%s
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et Þnalement:!

! n > 0!

solutions:!
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hforcé = "
0.8mns#s
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F=!

identique au portrait de phase!
du pendule harmonique en !
rŽsonance!



et Þnalement:!

h!

k!
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excentricité forcée = −
εsnsm
Δn

€ 

excentricité libre
!  

excentricitŽ totale

NB. e  diverge ˆ l'inÞni ˆ la rŽsonance exacte "  approche valide 
uniquement si  e << 1!


