premier modele fondamental des rZsonances!
(approximation linZaire)!
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U=U, +U_ =

non perturbZ!

accZlZrZ!
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perturbZ!

inertiel !



U+U =[-—-|. ke % E™(a).cos(W,) +}|..

ot " =(M+)#ZASM#SPS %  (angle critique de rZsonance!

de Lindblad)!
2 A (m) < m,
U,=e€:- (asns) A (a).COS(lPL) ou ¢, =
M
(m) " . . ] a
A" (")  combinaison de coefbcients de Laplace en o = g

NB. A" (at) =0.8m pour |m |grand



posons:!

‘h=e-cos(W )
k=e-sin(¥)

gue nous appelerons vecteur excentricité

question: quel est I'effet de la rZsonance sur (h,k)?
|

br-s d'une rZsonance:!

‘I’L =(m+Dn,—-mn-w=0

soit:!

"n=(m+Dn H#mn#$ Y(m+1)n #mn

la distance " la rZsonance exacte!



Alors, en l'absence de perturbation rZsonante, e = cste et::!

08/L¢z"=" H#n Sk
'(k,‘= +#n $h




on suppose (espere) que pres d'une rZsonance, seul le terme!

rZsonant est importantE!
!

diffZrentes mZthodes, dont le formalisme hamiltonien.!

petit rappel sur la formalisme hamiltonien " E!



Hamiltonien H (p;q) dZpendant de deux variables p et g dites!
"conjuguZes"!

exemples: !
|

p = x (position); g = mv (impulsion) et H = U(x) + p2/2m (Znergie!
mZcanique totale du systeme)!

!

p =" (angle) ; g = mr2d"/dt (moment cinZtique, ou action) et!

H = U(")+ J2/2mr2 (Znergie mZcanique totale du systeme)!
!



si H (p;q) ne dZpend que d'une variable p et sa conjuguZe g:
systeme ~ un degrZ de libertZ!
|

en gZnZral, n degrZs de libertZ: H (p,, Ps,-.. Pp; Q4 Qo--- ;)

si H (p;q) ne dZpend pas explicitement du temps: systeme!

hamiltonien autonome, alors H = cste (conservation de I'Znergie)!
|

sinon: H (p;q,t), I'Znergie n'est pas conservZe au cours du temps



H (x,y,z,vx,vy,vz), ou mieux, H (a,e,i;M,#,% ) et en notant u = GM

variables d'action!  variables d'angle!

L =+jua < M
G = \/ua(l —e?) < | Vvariables de Delaunay!
> . avec u=GM, M masse centrale
H =~Jua(l-e*)cos(i) < Q

NB. si A est une variable d’” action et %est une variable d” angle, alors!
les Zquations du mouvement par le hamiltonien H (A;% sont:!




exercice: montrer que si A et %sont des variables action-angle!
conjuguZes, alors X et Y

X =2A - cos(¢)
Y =+2A- sin(¢)

sont aussi des variables conjuguZes, avec:!

x. _9H
< oY
ve +3

X

par le meme hamiltonien H (X;Y), o* Aet %sont substituZs par!
leur valeurs en X et Ydans H (A; %!



ici, en prenant;! H =" — comme hamiltonien du systeme!

2a
2 1)) 2
" f H ’\/
alors:! H = IJ— et:! nN=M =+ = u = u
2 " 3 3/2
2L L 2L° a
soit:! n2a3 =GM on retrouve bien la 3*me loi de Kepler,!

tant mieuxE!



et aussi:!

A &H
HM=+—=0
oM
G=+—=0
dw

. &H
M=+—=0
Q2
plus:! 8= ﬁ:O
G
ll. &_I

(a constant)!

(e constant)!

(/ constant)!

(# constant)!

($ constant)!



NB. il existe d” autres variables action-angle possibles, par exemple, les!
variables de Poincare:!

" = Jua # =M+ %
& = Juall' 1' e2) # ' %
(=+ual’ e)[1' cos(i)] # ")

qui peuvent «tre mieux adaptZes au probleme, en particulier si "
e et j sont petits!



pour revenir ~ notre probleme, le potentiel perturbateur du !
satellite vaut:!

U.=.|+e e -man)’A™(a) cos@, ) +|...

V on l'isole!

0e:! ‘PL — (m + 1))LS -mA-w (angle critique de rZsonance!
de Lindblad)!

Energie totale: E =K + U + U,, soit: !

H =" 2—2‘" ..+ e#g #m(an)>A™ (99 #HcosE, ) + ...



NB. ce hamiltonien dZpend maintenant du temps, via ', = n_.t

les variables suivantes sont alors conjuguZes:

s*

L=yua <= M
G=\/Ma(1—ez) < w et:!
A = A
I S 2 A () -
= +e-e-m(an) A" (a) cos(W,)+n, A

mais L, G, ( sont peu adaptZs "~ notre probleme car H ne
dZpend que ) ,!



on peut montrer que les variables suivantes sont aussi conjuguZes pour H :!

J = (manLs VmmEIGHRA W= A - A
KS
J, =L-G < Y =(m+DA -mrA-w
G+ A
J =n, < W =(m+DA -mA-w,
mK

comme H ne dZpend pas de ) . et) ,, J, et J,sont constants et seuls!
J, et ) , varient, ou de maniere Zquivalente:

X= 4/2J, -cos(W,) = JLe- cos(W, ) = VL -h
Y= 423 -sin(¥,)=A+/Le-sin(¥,)=~/L-k



soit:!

%.
& 2
v #H _ (an,) FA™
( # AL
et:!
f 0

+n AMe ~0.8mn, - ¢,

effet de la rZsonance (au ler!
ordre en e)!

N

pour Iml grand!



et bnalement:!

& h="#n%k
(k=+#n$h+ 0.8mn¥%

>

k

solutions:!




dz/dt

Oscillateur harmonique, F=10.1, w= 0.98123456789

identique au portrait de phase!
— du pendule harmonique en !
rZsonance!

—
4




et bnalement:!

excentricitZ total

NB. e diverge " I'inbni ~ la rZsonance exacte

uniquement si e << 1!

n

excentricité libre

excentricité forcée = —

eENM

S 'S

An

approche valide



